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Приведены описание и сравнение двух основных феноменологических моделей гистерезисных 
уравнений состояния для сред с несовершенной упругостью. В рамках этих уравнений проведено те­
оретическое исследование нелинейных эффектов, возникающих при распространении непрерыв­
ных продольных акустических волн в безграничной среде; определены профили волн, их парамет­
ры и спектры. Выявлены характерные отличительные признают нелинейных волновых процессов 
в таких средах, способствующие правильному выбору гистерезисного уравнения состояния при ана­
литическом описании результатов экспериментальных исследований.

1. ВВЕДЕН И Е
Традиционно описание распространения и вза­

имодействия акустических волн в различных 
твердотельных средах проводилось, в основном, в 
рамках классической 5- (или 9-) константной тео­
рии упругости [1,2]. Эта теория, являясь, по суще­
ству, математической, определяет нелинейное 
(соответственно, в квадратичном или кубичном 
приближениях) уравнение состояния однородных 
сред (т.е. зависимость тензора упругих напряже­
ний Оу от компонент тензора деформаций ц ) .  Для 
продольных напряжений а  и деформаций е урав­
нение состояния может быть получено формаль­
но из разложения гладкой однозначной и диф ф е­
ренцируемой (т.е. аналитической) функции с  = 
= о(£) в ряд Тейлора с точностью до квадратич­
ных (или кубичных) слагаемых по е:

где Е -  модуль упругости, у  =

-  параметр квадратичной нели­

нейности, |уе| 1. Для однородных твердых тел 
такая нелинейность обусловлена зависимостью  
межмолекулярных сил от смещения молекул, при 
этом параметр у  достаточно мал и не превышает 
10 [2]. Наиболее простым нелинейным эф ф ек­
том, возникающим при распространении гармо­
нической волны, является генерация ее высших 
гармоник. В таких средах (на небольших расстоя­
ниях от излучателя -  задолго до образования 
ударного фронта) амплитуда п-й гармоники про­
порциональна п-й степени амплитуды первичной

волны, распространяющейся с постоянной скоро­
стью и без затухания.

Для описания микронеоднородных сред, к ко­
торым, по-видимому, относятся большинство 
горных пород, а также некоторые металлы и кон­
струкционные материалы (вследствие их сложной 
структуры и наличия различных микродефектов -  
трещин, зерен, дислокаций и т.д.), подобный под­
ход не применим. Уравнения состояния таких 
сред отвечают типу и количеству содержащихся в 
них дефектов и, как правило, являются неанали­
тическими (т.е. негладкими и недифференциру­
емыми). Так, например, наличие в твердом теле 
трещин мож ет привести к его разномодульнос- 
ти -  различию модулей упругости при сжатии и 
растяжении; зеренная структура материала мо­
ж ет изменить степень нелинейности уравнения со­
стояния, в частности, с целого числа 2, как в пяти­
константной теории упругости, на дробное 3/2 [3,4], 
одномерные дефекты  кристаллической реш ет­
ки -  дислокации, приводят к гистерезисной (т.е.
неоднозначной) зависимости а  = а(£, е ) (8  -  ско­
рость деформации) для поликристаллов [5, 6] и 
т.д., при этом обычно эффективный параметр не­
линейности микронеоднородных сред на 3 -4  по­
рядка превышает соответствующий параметр од­
нородных сред и материалов. В связи с этим харак­
тер нелинейных эффектов при распространении 
и взаимодействии упругих волн в различных мик­
ронеоднородных средах является, вообще говоря, 
не только количественно, но и качественно раз­
личным, что можно использовать для их диагнос­
тики и неразрушающего контроля. Этому также 
способствует и то, что нелинейные акустические 
свойства таких сред являются более чувствитель­
ными и к наличию в них дефектов, чем линейные.
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В последнее время в акустике (и сейсмоакусти­
ке [7]) для описания нелинейных волновых про­
цессов в различных микронеоднородных средах 
все чаще применяют уравнения состояния, содер­
жащие гистерезисную нелинейность. В работах 
[3, 8 -14], на основе анализа экспериментально ус­
тановленных амплитудных зависимостей нели­
нейных потерь, сдвига резонансных частот и 
уровней высших гармоник в резонаторах из ме­
таллов (меди, цинка, свинца) и горных пород (гра­
нита, мрамора), были предложены гистерезис­
ные уравнения состояния с квадратичной и ку­
бичной нелинейностью. В рамках этих уравнений 
методом возмущений исследовались нелинейные 
волновые процессы в безграничной среде и стерж­
невом резонаторе; из сравнения аналитических 
расчетов с результатами проведенных экспери­
ментов были определены значения параметров 
гистерезисной нелинейности этих сред. В цикле 
теоретических и экспериментальных работ [15- 
18], основные результаты которых изложены в 
обзоре [19], гистерезисные зависимости были по­
лучены в результате численного моделирования 
поведения среды, содержащ ей ансамбль элемен­
тов Priesach-Mayergoyz [20, 21], обладающих гис­
терезисом “триггерного” типа. В рамках полу­
ченного таким образом гистерезиса (опять же 
численно) проводилось исследование нелинейно­
го искажения первоначально гармонической вол­
ны; из сравнения результатов численного счета с 
данными экспериментов были определены значе­
ния эффективных параметров нелинейности для 
песчаника, известняка и бетона. В статьях [22— 
26], на основе и в развитие работ [15, 16], предло­
жено аналитическое (в квадратичном приближе­
нии) описание такого гистерезиса и проведено те­
оретическое исследование распространения и 
взаимодействия первоначально гармонических 
волн и треугольных импульсов. Однако в статьях 
[22, 24, 26] форма гистерезиса определялась од­
ним параметром и была строго симметричной, 
что скорее соответствует поведению реальных 
твердых тел при сдвиговой деформации, чем при 
деформации сжатия и растяжения, а в [23,25] оди­
наковыми полагались параметры, определяющие 
средний наклон гистерезисной петли и ее квадра­
тичную нелинейность; эти, вообщ е говоря, до­
вольно жесткие условия сильно ограничивают 
класс описываемых сред.

Гистерезисные свойства характерны для мно­
гих микронеоднородных сред, особенно для “мяг­
ких” металлов и горных пород, однако было бы 
неправильно полагать, что для всех таких сред су­
ществует универсальное гистерезисное уравне­
ние состояния, отличающееся только численны­
ми значениями параметров нелинейности (подоб­
но тому, как линейное деформирование всех 
однородных и изотропных сред описывается од­
ним законом Гука [1 ,2 ] с различными для различ­

ных сред коэффициентами упругости). Нелиней­
ные акустические свойства микронеоднородных 
сред проявляют (по сравнению с однородными) 
большое разнообразие, поскольку даже одна и та 
ж е такая среда в разных амплитудных и частот­
ных диапазонах может вести себя по-разному. 
Так, в экспериментах по изучению нелинейных 
эффектов амплитудно-зависимого внутреннего 
трения в стержневых акустических резонаторах 
наблюдались различные степенные зависимости 
сдвига резонансных частот и нелинейных потерь 
от амплитуды волны: для неотожженной меди по­
казатель степени был равен 1, а для отожженной -  
1/2 [3, 8, 9]; для неотожженного цинка -  1, а для 
отожженного -  2 [13, 14]; для свинца при малых 
амплитудах -  2, а при больших 1/2 [12]; для грани­
та и песчаника -  1 [11, 27, 28], а для мрамора -  2
[11]. В обзоре [19] также отмечалась линейная за­
висимость сдвига резонансных частот от ампли­
туды возбуждения резонатора из песчаника, изве­
стняка и бетона. Проявление одинаковых зависи­
мостей изменения скорости распространения 
волны и нелинейных потерь от ее амплитуды  
свидетельствует о том, что среда обладает гисте­
резисной нелинейностью. Другим проявлением  
такой неаналитической нелинейности является 
одинаковая степенная, с показателем степени ги­
стерезисной нелинейности, зависимость уровня 
высших гармоник, генерируемых в среде, от амп­
литуды волны на основной частоте [8—10]; в рабо­
тах [3, 8, 9, 11, 14] наблюдались именно такие за­
кономерности.

В вышеупомянутых работах [3, 8 -19 , 22-26] 
использовались гистерезисы различного типа, и в 
настоящее время, по-видимому, не существует 
единого подхода при выборе гистерезисного 
уравнения состояния для той или иной среды, в 
связи с чем разработка некоторых принципов, со­
гласно которым такой выбор можно было бы 
сделать, является актуальной проблемой нели­
нейной акустики (и сейсмоакустики). Нам пред­
ставляется, что определенный прогресс здесь м о­
ж ет быть связан с изучением и сопоставлением  
различных нелинейных эффектов, проявляю­
щихся в средах с различными типами гистерезис­
ной нелинейности, поскольку характер нелиней­
ных волновых процессов определяется, главным 
образом, нелинейностью среды.

В настоящей работе, состоящей из двух час­
тей, теоретически изучаются эффекты  нелиней­
ного распространения непрерывных и импульс­
ных продольных акустических волн в средах, 
уравнение состояния которых обладает гистере­
зисной нелинейностью. Вначале приводится опи­
сание двух основных (в общем случае несиммет­
ричных) моделей гистерезисных уравнений со­
стояния, а затем, в рамках этих уравнений, 
исследуются эволюция и нелинейное искажение 
непрерывных (Часть I) и импульсных акустичес­
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ких волн в безграничной среде и кольцевом резо­
наторе (Часть II). На основе проведенных иссле­
дований выявлены характерные отличительные 
признаки нелинейных волновых процессов в та­
ких средах, способствующие сделать правильный 
выбор гистерезисного уравнения состояния при 
аналитическом описании результатов экспери­
ментальных исследований. При описании таких 
процессов мы будем предполагать, что нелиней­
ность уравнения состояния среды преобладает 
над кинематической нелинейностью уравнений 
движения и последней можно пренебречь. В этом  
приближении можно считать, что е  = U, р = const 
(U  -  продольное смещение, р -  плотность), при 
этом уравнения теории упругости в лагранжевой 
и эйлеровой формах совпадают.

2. ГИСТЕРЕЗИСНЫ Е УРАВНЕНИЯ  
СОСТОЯНИЯ СРЕД С НЕСОВЕРШ ЕННОЙ

УПРУГОСТЬЮ

Существует довольно много феноменологиче­
ских уравнений состояния сред с гистерезисной 
нелинейностью; их подробное описание приведе­
но в работах [29-31]. Впервые аналитическое 
описание механического гистерезиса для объяс­
нения амплитудно-зависимого внутреннего тре­
ния материалов с так называемой несовершенной 
упругостью было предложено Давиденковым в 
1938 году [32]; само внутреннее трение связыва­
лось с микропластической деформацией материа­
ла. В 1956 году Гранато и Люкке на основе струн­
ной модели дислокации Келера [33] разработали 
физическую теорию амплитудно-зависимого вну­
треннего трения поликристаллов [5, 6]. В обеих 
этих теориях уравнение состояния среды содер­
жит гистерезис: площадь петли гистерезиса опре­
деляет нелинейные потери, а среднее (по периоду
волны) значение производной о е(е, £ ) -  дефект  
модуля упругости. В различных гистерезисных 
моделях нелинейные потери и деф ект модуля раз­
личным образом зависят от амплитуды деформа­
ции волны, но часто их отношение г  (при относи­
тельно малых амплитудах) является постоянной 
величиной, не зависящей от амплитуды [29-31]. 
Общ ей причины гистерезисного поведения раз­
личных материалов, по-видимому, не существует, 
однако установлено, что для поликристаллов гис­
терезис связан с отрывом дислокаций от примес­
ных атомов [5, 6, 34]. (Впервые идею о дефектах 
кристаллической решетки как причине механи­
ческого гистерезиса выдвинул Прандтль ещ е в 
1913 году [35], а в 1940 году Рид эксперименталь­
но доказал, что пластическая деформация влияет 
на амплитудно-зависимое внутреннее трение ме­
таллов и объяснил это явление на основе движе­
ния дислокаций [36].) Теория Гранато-Люкке ка­
чественно (а иногда и количественно) достаточно 
хорош о объясняет результаты эксперименталь­

ных исследований амплитудных зависимостей не­
линейных потерь и дефекта модуля упругости 
лишь в некоторых достаточно чистых поликрис­
таллах, поэтому для описания нелинейных эф ­
фектов в других твердых телах с несовершенной 
упругостью используются феноменологические 
гистерезисные уравнения.

В настоящей работе мы будем использовать 
наиболее простые зависимости а  = а(£, £ ), отра­
жающие основные и характерные особенности  
гистерезиса, проявляющегося в некоторых ме­
таллах и горных породах, например, неотожжен- 
ных меди [3, 8 ,9 ] и цинке [18], граните [11], песча­
нике [19, 27, 28] и известняке [19]:

-  каждая ветвь гистерезиса является квадра­
тичной функцией деформации;

-  переход с одной ветви на другую происходит 
при смене знака е и (или) £ , при этом  функция 

а  = а(£, г )  -  непрерывна;

-  для бесконечно малых деформаций гистере­
зисная нелинейность пренебрежимо мала;

-  отношение г  нелинейного декремента зату­
хания к дефекту модуля упругости (при малых 
амплитудах деформации) является постоянной 
величиной.

Следует заметить, что первая из отмеченных 
выше особенностей не является универсальной и 
общ ей для всех твердых тел, в которых механиче­
ский гистерезис проявляется, поскольку для мра­
мора [11], свинца [12] и отож ж енного цинка [13, 
14] каждая ветвь гистерезиса является не квадра­
тичной, а кубичной функцией деформации; этот  
случай здесь не рассматривается.

В общ ем случае уравнение состояния среды  
можно представить в виде

а (£ ,ё )  = £ [ £ - / ( £ , £ ) ] ,  (2)

где /(£ , £ )  -  нелинейная функция деформации и
скорости деформации, [/g(£, £ )| 1. (Отметим,
что в уравнениях состояния (1), (2) необходимо 
учитывать и линейное диссипативное слагаемое
Г| £ [1 ,2 ], однако, вследствие того, что не оно оп­
ределяет характер нелинейных волновых процес­
сов, мы, считая его достаточно малым, будем им 
пренебрегать, при этом полученные ниже форму­
лы будут справедливы на расстояниях х <  Lq =

= 2Со/г)со2, где Г) -  коэффициент вязкости среды, 
С0 -  скорость продольной волны малой амплиту­
ды, со -  частота волны.)
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Рис. 1. Зависимость а  = а(£, £ ) для среды с неупругим 
(а) и упругим (б) гистерезисом.

В первой модели гистерезиса нелинейная 
функция имеет вид:

/ ( е ,  ё) = а е те +

(3, 2 р, + р, ■> . „

Р*> 2 Pi + Р*> 2 • г.
(3)

где |а|ет «  1, |p1<2|£m <  1, |Pi,2| >  •• в  этом уравне­
нии содержится три независимых параметра не­
линейности а  и Р, 2, ответственных за дефект мо­
дуля упругости и нелинейные потери. Вообщ е го­
воря, нелинейности первого и второго слагаемых 
в уравнении (3) могут быть также независимыми, 
однако для того, чтобы отношение г  (при малых 
амплитудах деформации) не зависело от амплиту­
ды волны ет , необходимо положить, чтобы сте­
пень первого слагаемого была равна степени гис­
терезисной нелинейности, т.е. равна 2. Легко ви­
деть, что при а  = 0 и Р , + р2 = 0 дефект модуля 
упругости и нелинейные потери равны нулю и 
уравнения (3) описывают квадратичную нелиней­
ность, как и пятиконстантная теория упругости. 
Из уравнения (3) следует, что при р, + р2 ^  0  нуле­
вым напряжениям (деформациям) соответствуют

ненулевые деформации (напряжения). Обычно 
ненулевые деформации называются микроплас- 
тическими, а ненулевые напряжения -  остаточ­
ными. В соответствии с этой терминологией пер­
вый гистерезис (рис. 1а) мы будем называть не­
упругим. Гистерезис такого типа был предложен 
Давиденковым [32]; он наблюдался в эксперимен­
тах по статическому деформированию австра­
лийского песчаника, южно-африканского квар­
цита [37], кристаллов LiF и NaCl [38-41] и исполь­
зовался для описания амплитудно-зависимого 
внутреннего трения (декремента и дефекта моду­
ля) в этих кристаллах.

Во второй модели гистерезиса нелинейная 
функция имеет вид:

Д е ,  г )

у £ 2, е > 0 , ё>  0;

- L V  +  * p * .  е > 0 ,  ё <  0 ;

( 4 )
- у £ 2, £ < 0, ё<  0;

L V  +  H p e; e ,  £ < о.  ё > о ,

г а е  | Y i . 2 <  |  <  1 .  | У з . 4 е ; |  <  1 .  | Y i - 4 |  >  1 .  <  > 0 ,  < 0 .
В этой модели содержится четыре параметра не­
линейности у,_4, в зависимости от их соотношения 
уравнения (2), (4) описывают широкий класс сред: 
при у 1 = - у 2 =  - у 3 = у4 имеем уравнение ( 1); при 
У2.4 = 0 получаем уравнение с линейным возвра­
том (как и в модели Гранато-Люкке [5, 30]). Для 
такой среды (при малых амплитудах волны) и де­
кремент затухания, и деф ект модуля пропорцио­
нальны амплитуде волны, поэтому автоматически 
г  = const [10]. В этой модели нулевым напряжени­
ям соответствуют нулевые деформации и наобо­
рот, поэтому второй гистерезис (рис. 16) мы бу­
дем называть упругим. Такой гистерезис был 
предложен в работе [ 10] и использовался для опи­
сания результатов экспериментальных исследо­
ваний нелинейных акустических эффектов в 
стержневых резонаторах из поликристалличес- 
ких металлов и горных пород [3, 11-14].

В уравнениях (3), (4) величины г т и г* , в отли­
чие от параметров а , р12  и у1-4, не являются ха­
рактеристиками среды, а определяются макси­
мальной и минимальной ее  деформациями. В пер­
вой модели гистерезиса его ветви зависимы, 
поэтому г т -  это амплитуда волны (гт >  0). Во 
второй модели гистерезиса его  положительные 
(е > 0) и отрицательные (8 < 0) ветви задаются не-
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зависимо, поэтому величины являются, вооб­

ще говоря, различными, т.е. £* *  - е “ . (Значения

S* и £т соответствуют амплитудам положитель­
ного и отрицательного полупериодов волны.) 
Для неупругого гистерезиса нелинейная функция 
неаналитична в двух точках: £ = г т и £ = - е т, а для

упругого гистерезиса -  в трех: £ = £ * ,£ = £ "  и £ = 0. 
Отметим также, что в гистерезисных моделях по­
ложительным нелинейным потерям отвечает дви­
жение рабочей точки на диаграммах о  = о(£, £ )  по 
часовой стрелке. Это соответствует тому, что 
сумма параметров нелинейности должна удовле­
творять неравенствам: Pi +  Рз > 0 и Y1.3 + Y2.4 > 0. 
Кроме этих неравенств, мы пока не будем накла­
дывать никаких других условий на параметры а, 
Pi.2> Yi-4 и будем считать их различными, что от­
ражает асимметрию диаграммы деформирования 
твердого тела при его сжатии и растяжении. На­
личие такой асимметрии подтверждается, в ча­
стности, результатами экспериментальных ис­
следований амплитудно-зависимого внутреннего 
трения в некоторых металлах и горных породах. 
Так, например, для поликристаллической меди (в 
зависимости от ее зеренной структуры, изменяю­
щейся при отж иге) значения параметров у, + у3 и 
у2 + у4 изменялись соответственно от 6.6 х  102 и 
1.8 х  103до 1.9 х  104 и 1.5 х 105 [3],для неотожжен- 
ного поликристаллического цинка те же параме­
тры составляли 6.3 х  103 и 2.6 х  104 [14], а для гра­
нита -  9.2 х  103 и 7 х  103 [11]. Столь сильные (в не­
сколько раз) отличия параметров Yi + Y3 и Y2 + Yi 
свидетельствует о значительном различии пара­
метров у,^. Далее, несмотря на то, что в обеих  
моделях гистерезисов содержатся лишь линей­
ные и квадратичные по деформации слагаемые,
нелинейная функция/= / ( £ ,  £ )  является функцией 
общ его вида, т.е. содержит как четную, так и не­
четную составляющие, одинаково (в данном слу­
чае квадратично) зависящие от деформации. Это 
приводит к тому, что (на малых расстояниях от 
излучателя, где нелинейное затухание первичной 
волны еще не существенно) амплитуды всех ее 
высших гармоник (как четных, так и нечетных) 
пропорциональны квадрату7 амплитуды деформа­
ции первичной гармонической волны [10]. (Для 
сред с кубичной гистерезисной нелинейностью  
амплитуды высших гармоник (на таких ж е рас­
стояниях) пропорциональны кубу амплитуды де­
формации первичной волны; этот отличительный 
признак позволяет легко определить показатель 
степени нелинейности гистерезисного уравнения 
состояния [3, 11-14].)

Приведенные гистерезисные уравнения суще­
ственно отличаются друг от друга: второе уравне­
ние нельзя получить из первого, а первое -  из вто­
рого, и, кроме того, первое уравнение, в отличие 
от второго, не является эволюционным. Это, в ча­
стности, проявляется в том, что в неупругом гис­
терезисе обе его ветви зависят от амплитуды де­
формации £„, чего не должно быть, поскольку 
при этом остаточное напряжение определяется 
амплитудой гт волны, а это нарушает принцип 
причинности -  до воздействия на среду “она уже 
знает", какова будет амплитуда деформации и с 
какой скоростью в ней будет распространяться 
волна. Поэтому первое гистерезисное уравнение 
можно применять лишь для описания установив­
шихся периодических волн, а для описания пере­
ходных процессов и распространения однополяр­
ных импульсов (или возмущений) оно не пригодно. 
Тем не менее, здесь мы. помня об  ограниченной 
применимости первого уравнения, исследуем  
распространение как непрерывных волн, так и 
импульсных возмущений в рамках обоих гисте­
резисных уравнений, а затем, с целью выявления 
качественных закономерностей и отличий нели­
нейных акустических эф ф ектов в таких средах, 
проведем сравнительный анализ полученных ре­
зультатов.

3. УПРУГИЕ ВОЛНЫ  
В БЕЗГРА Н И Ч Н О Й  СРЕДЕ

Гистерезисные уравнения состояния (2>—(4) 
совместно с уравнением движения [42-44]

tf_U _  Эд(е, ё) 
р э , г ■ Эх

позволяют исследовать нелинейные волновые 
процессы в средах с несовершенной упругостью. 
При решении этих уравнений мы будем пользо­
ваться методом сращивания (или “сшивания") 
простых волн, отвечающих каждой ветви гисте­
резиса; такой метод был предложен в [45] и затем  
развит в работах [22-26]. Подставляя (2)-(4) в (5) 
и переходя к переменным т = / -  х/С0, х  = х, полу­
чим уравнение для волн, бегущих в положитель­
ном направлении оси х [42-А4]:

Эе ____1 Э/(е, ё)
дх ~  2 С0 Эт ’ W

где С0 = (£ /р)1/2. Это уравнение описывает про- 
стые волны деформации для каждой ветви гисте­
резиса; для первоначально гармонической волны
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Рис. 2. Эволюция первоначально гармонической вол­
ны в среде с неупругим (а) и упругим (б) гистерезисом 
(/ -  х = 0,2 -  х > 0).

Е(х = 0, /) = e0sincor его решение (для первой и вто­
рой моделей гистерезиса) имеет вид:

г(х , 9) =

тором расстоянии х  от излучателя. И з этих рисун­
ков видно, что на каждом периоде в волне образу­
ются неоднозначности (вследствие неаналитич­
ности нелинейных функций (3), (4)) вблизи точек
s  = ± гт для первой модели гистерезиса и е = е * ,
е = 0 -  для второй). Для второй модели существу­
ет два вида неоднозначностей: первый -  вблизи
точек е = 8* , где так же, как и в первой модели 
(при 8 = + гт), простые волны пересекаются, и вто­
рой -  вблизи точек 8 = 0, где происходит наложе­
ние простых волн. Устранение неоднозначностей, 
связанных с наложением простых волн, осущ е­
ствляется введением в профиль волны разрывов, 
определяемых из закона сохранения импульса 
[42-44]. Поскольку в среде, описываемой уравне­
нием ( 1 ), разрывы в профиле волны при у > 0 об­
разуются на “заднем” фронте (8 < 0), а при у < 0 -
на “переднем” (е > 0), то для первой модели гис­
терезиса в случае {ij 2 — 0 (который в основном мы 
и будем рассматривать) разрывов в волне не 
образуется вообще, а неоднозначности вблизи то­
чек пересечения простых волн устраняются их 
“сшиванием” в этих точках. И з уравнения (7) не­
трудно определить значения амплитуды волны
г т(х) и ф аз 0* (х), соответствующих точкам пере­
сечения простых волн (рис. 2а):

= 8о

sin е  -  у  гк х  -  J k j e m(x')dx '
N, е>0;

sin 0 +  y e k x - j k j e m(x')dx'

о
х

/ (7)

о
, £ < 0 ;

е(х, 9) = е

sin^0-^e/:xj, е>0, ё > 0;

Уг. У1 + У 2sin| 9 + j z k x  -  7 1 "к|е*(х'Мх'
о

о
£ > 0, 8 < 0;

sinT© + ^ г к х  |, 8 < 0, 8<0;
(8)

sin k je m(x')dx'
0

£ < 0, 8 > 0,

где 0 = сот, & = со/С0.
На рис. 2а,б изображены профили простых 

волн, описываемых уравнениями (7), (8), на неко-

£m(*) = e0cosĵ
(Pi + P2)em(x)bq

е ™(*) =  5 + 4 ткх + ~^k^zm( x ) d x \  (9)
0

е*.(*) = у  -  ~ ^ ?£ тк х  +  ^ k j e m( x ) d x ' .

0
Рассмотрим асимптотический профиль вол­

ны (7) на малых и на больших расстояниях от из­
лучателя. И з уравнений (7), (9) следует, что при 
х <^х0 =  4/((3j + р2)£о* форма волны близка к исход­
ной, и г т =  8Q, а при х >  х0 профиль волны стано­
вится треугольным:

Л ЯСС . (  . P i +  7
0 -  ~----- — Ini 1 + — — кх

8(Х, 0) = £0*

Pi + Р2
1 + $ {г 0кх/2

0 : - 2 л < 0 < 0 : ,

к - 0  +
Р1 + Р2 V

1 + Pi + Р2
(Ю)

4
1 + $2е0кх/2

э : < 0 < 0 ; .
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Амплитуда и скорость распространения такой 
волны определяются выражениями:

2 я 80 ^
4 + ( р 1 + р2)е0^ ^ ео’

С(х) =
1 +  а е и(* ) /2 ’

( 11)

Таким образом, на больших расстояниях от из­
лучателя (х >  х0) первоначально гармоническая 
волна в среде с неупругим гистерезисом транс­
формируется в волну треугольного профиля с 
амплитудой не зависящей от начальной амп­
литуды и убывающей по закону гт(х) ~дг1.

Интересно проследить за эволюцией спектра 
волны. На малых расстояниях имеем:

£os in (0 -a e ofcx/2 )-

^  ^ -£ o ^ s in 2 (e -a 8 0/cx/2) + —— —г~0к х х  (12)
8 л

х  Z (2 n -  lY 2 n - 3 ) Sin<2" *  1)<0- аеоЬ :/2)
п = 1

при этом декремент затухания 5 и относительное 
изменение скорости волны ДС/С0 определяются 
выражениями:

2(Р, + Р2)„
------о------ ьо (13)

На больших расстояниях (х >  х0) получаем:

4(Р, + Р:)
Яр!р 2  кх

г(х , 0) =

п  «р
(14)

V  1 • (  ПпР\ \  ■

п = 1
0 -

па
(р, + р2)Ь}

5 = (Р, + р2)ет, = (15)

Из уравнения (14) следует, что относительный 
уровень £ первой гармоники в треугольной волне 
определяется выражением

< - г -
е, 2(1 + (У р 2) \  ( П1 - P 2/P

cos
т П

/7С1 - Р 2/Р Л
U i  +  p 2/ p , /

(16)

Отметим, что при Р, < 0 (или р2 < 0), но Pj + р2 S 
> 0 в волне образуются разрыв на переднем (или 
заднем) фронте соответственно в точке е = 0 на 
расстоянии** = 2/|р1-2|£о/с. В этом случае выраже­
ния (9) будут справедливы до координаты х, = 
= xH'/Jsm'x) >х*,%  = 7i|pi. 2|/(|Pi. 2| + |Р2. i|) — на этом

расстоянии амплитуда разрыва становится рав­
ной амплитуде волны. На больших расстояниях 
волна будет содержать разрывы, амплитуда кото­
рых определяется выражением гт(х) = 2я/|(51>2|Ьг.

Определим теперь форму волны и ее параме­
тры в среде с упругим гистерезисом, при этом, 
для упрощения расчетов, мы будем полагать, что 
Yi_4 > 0. Здесь первый вид неоднозначностей также 
устраняется “ сшиванием" простых волн в точках 
их пересечения. Из уравнений (8) получаем:

л т  2 arcsinf — )  Т - 1' 3 *  ^— г „к х  ±
\ £ qJ 4

X
± Yi.3 + Y2,4fcj £t  ix ,)dx. =  0

о

Из этого уравнения находим:

0т (дг) = л + arcsin т
0

гдер± = (у,,з + у2.4)Ь:/8.

Из первого уравнения (17) следует, что так же, 
как и в среде с неупругим гистерезисом, на малых 
расстояниях от излучателя (х <  х0 = m in i f y  + 
+ У г ) ^ ’ 4/(у3 + у4)ео*]) выполняется соотношение

I £«(■*)! =  Ед, однако на больших (х §> х0) -  амплиту­

да волны уменьшается иначе: |s^(x)| = „/£0/р ± ~

Неоднозначности второго вида устраним вве­
дением в профиль волны разрывов, определяе­
мых из условия равенства отсекаемых этим раз­
рывом площадей под кривой е = е(х, 0) при е > 0 и 
е < 0 (рис. 26) [42-44]. Поскольку (при у1-4 > 0) на 
малых и больших расстояниях от излучателя вы­

полняются соотношения |е*К2(х)| е0, то для на­

хождения амплитуд £ * 1>2(х )  и фаз вр1,2(х) разры­
вов воспользуемся приближенным выражением 
для £ = £(х, 0), следующим из уравнения (8) и спра-
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ведливым вблизи разрывов на любых расстояни­
ях и вне их — на больших расстояниях:

е(х, 0) =  £о

0

1 + у  г0кх 

л - 0 + 0*

1 + у  г 0кх 

к - 0
♦

1 + у £ 0Ь

е р1< 0 < 0 ; ;

е ;  <  0 <  вр2;

(18)
9,2 ^ е  < 0 ;;

0 - 2 л - 0 *

1 + j £ 0kx
в ~ < в < 2 л + в р1;

где 0 * (ж) = 4ц±|е*(дг)| + 2  arcsin
'О

-Л .

Из условия равенства площадей, отсекаемых 
разрывами под кривой е = е(.г, 0) в точках разры­
вов v  2(х), находим:

+£ р 1( х )  = г 0ет(х )

(1 + R i ) ( l  + у£о** )

£Pi(x ) =  -ц
8o0 f (x )

( l + p . ^ l + b e o b )

9 „ w  =

z P2(x) =  И2-

0f(x)
1 + 1 4 ,’

£о0+(-*) ( 19)

2) ( !  +  j e 0for(1 +  (4

е;2(4 ) =
ео0?(х)

(1 +(42) ( l  +  у  £<>**)

0,2 (X) =  «  +

= l+Y4.2£0fa/2
^ ‘•2 V l+Y i.3Eo**/2-

Таким образом, на больших расстояниях в сре­
де с упругим гистерезисом положительный и от­
рицательный полупериоды первоначально гар­
монической волны приобретают форму “ пяти­
угольников”  с амплитудами, убывающими по
закону |е*(х)| ~ (£q/х)т .

Рассмотрим спектральный состав волны. На 
малых расстояниях, аналогично (12), имеем:

е(*. 0) =  1 -
a {e0kx' 

2 л
£0s in (6 -  fr^Q/cx) +

(20)оо
+ е% кх'£п J a 2„ +  b2n sin [и( 0 -  b , е0кх) + *FJ

п = г

8 -  й ,£0, AC/Cq — bjZ0, (21)

где

а , =

а2 =

Yi +  Уз +  Уз + У4
ь ' ш Ш12

1
•

Эл.
12л Y 1 + Y2 - Y 3 - Y 4 + T (Y

Yi - Y 2 + Y3-Y4 + у  (Y. +  У2 +  Уз + У4)

6-, = Yi + Y2-Y 3-Y4  
24л

о» =
У | + У 2 - ( - 1 )"(Уз + У4) 

4л

/ 2 ♦ 71/2 ✓ |  ч  ti •  TLYI(п - 2 ) s m —  ( -1 )  + ttsin —

(п~ - 4 ) п п -  1

Ьп =
2(п- -  1 )[у , + (-1  )"(у2 -  Уз) -  у4] + [у , + у2 -  (-1 )"(Уз + y4) ]c o s ^

---------------------------- tg ^ n =  %  п > 2 .
4кп(п~ -  1) (гс ' -4) П
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На больших расстояниях (при у, = у4, у , = у3, 

когда ц+ = р_ и е ;  = е” = £„,) получаем:

е(л ,е ) = - 2 -  P-(Y l+ Y ;)£ ° x7iy,y2

х Х 6  (n ] )  Yls in n [e -p ^ e m(x )],
г? = I

( 22)

_  я (у , + y2)ew д с  _  Yi+y2 
2 е0’ Со 8 "■

(23)

Из уравнения (22) следует, что относительный 
уровень первой гармоники в такой волне опреде­
ляется простым выражением:

Г _  £| =  1(Y| +Y2)2
^ ет л  Y1Y2

Выражения (16), (24) потребуются во второй 
части работы для нахождения амплитуды устано­
вившейся волны в кольцевом резонаторе.

4. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
Из сравнения выражений (12), (13) и (20), (21) 

видно, что на малых расстояниях декремент зату­
хания, изменение скорости волны и амплитуда 
второй гармоники для обеих моделей гистерези­
сов определяются похожими выражениями и, 
следовательно, на основании измерения этих ха­
рактеристик можно сделать вывод только о том, 
что среда обладает (или не обладает) гистерезис­
ной нелинейностью, но однозначно указать вид 
гистерезиса (без привлечения каких-либо других 
физических соображений), вообще говоря, нель­
зя. Тем не менее, небольшие отличия здесь все же 
существуют, они проявляются в профилях волн: в 
среде с неупругим гистерезисом в волне разрывов 
нет, а в среде с упругим гистерезисом на периоде 
волны есть два разрыва. Эти отличия приводят к 
различному спектральному составу волны: в сре­
де с неупругим гистерезисом отсутствуют четные 
гармоники выше второй, а в среде с упругим -  они 
имеются.

Из уравнений (12), (13) следует, что для опре­
деления трех независимых параметров нелиней­
ности а  и р, 2 неупругого гистерезиса необходимо 
провести измерения, по крайней мере, трех неза­
висимых характеристик волны -  декремента за­
тухания. относительного изменения скорости и 
амплитуды второй гармоники, при этом амплиту­
ды более высоких гармоник будут однозначно оп­
ределяться этими величинами. С другой стороны, 
по измеренной в эксперименте амплитуде одной 
из этих высших гармоник (например, третьей) 
можно также независимо определить значение 
параметра + Р2* Уже найденного ранее из изме­

рения декремента затухания. Из сравнения значе­
ний р! + р2, полученных в результате этих двух не­
зависимых измерений, можно сделать вывод о 
пригодности -  если они получились близкими 
(или непригодности -  если их значения различ­
ны), неупругого гистерезиса для описания иссле­
дуемой среды.

Из уравнений (20), (21) следует, что для опре­
деления четырех независимых параметров нели­
нейности Yj_4 упругого гистерезиса необходимо 
провести измерения не менее четырех независи­
мых характеристик волны на заданном расстоя­
нии х  -  декремента затухания, относительного из­
менения скорости, амплитуды четной (например, 
второй) гармоники и ее фазы Ч*2 (относительно 
второй гармоники для волны основной частоты, 
принятой на этом ж е расстоянии х), при этом амп­
литуды более высоких гармоник и их фазы Ч*, 
(относительно фазы п-й гармоники для волны ос­
новной частоты на том же расстоянии) будут од­
нозначно определяться этими величинами. (Фазу 
второй гармоники в среде следует определять от­
носительно фазы второй гармоники для приня­
той волны на основной частоте -  для этого приня­
тую волну основной частоты следует возвести в 
квадрат и выделить в нем вторую “аппаратур­
ную" гармонику, после чего фазу волны на вто­
рой гармонике в среде сравнивать с фазой этой 
“аппаратурной" второй гармоники).

По измеренным в эксперименте амплитудам и 
фазам высших гармоник можно независимо опре­
делить значения параметров ап и Ью а по ним -  
значения параметров аЛ и b v  И з сравнения значе­
ний а хи Ь1ч полученных в результате двух пар не­
зависимых измерений, можно также сделать вы­
вод о пригодности (или непригодности) упругого 
гистерезиса для описания среды. Подобная про­
цедура уже применялась при аналитическом опи­
сании нелинейных акустических эффектов в 
стержневых резонаторах из металлов и горных 
пород [3, 8, 9 , И , 14], уравнение состояния кото­
рых определялось упругим гистерезисом. В этих 
работах значения параметров нелинейности, оп­
ределенные по сдвигу резонансных частот, нели­
нейным потерям и уровню высших гармоник, на­
ходились в хорошем соответствии друг с другом.

Как следует из выражений (14), (15) и (22),
(23), качественные отличия, по которым можно 
указать каким гистерезисом следует описывать 
среду, проявляются в волне на больших расстоя-
ниях X <  х0 ~  (Yoteo)"‘> Yo = №1 + Р2)/4, max {(у, + 
+ у2)/4, (Уз + у4)/4 |]  -  эффективный параметр гис­
терезисной нелинейности. Эти отличия проявля­
ются в форм е волны, в различной зависимости де­
кремента затухания от ее амплитуды и в различ­
ной зависимости амплитуды волны от начальной 
амплитуды и расстояния. Следует, однако, заме­
тить, что не во всех средах с гистерезисной нели­
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нейностью м ож ет реализоваться сильнонели­
нейный волновой режим. Это связано с тем , что 
полученные выражения справедливы на расстоя­
ниях <  Lq = 2C q/tico2, а значительные нелиней­
ные искажения волны имеют место на расстояни­
ях л' > х0, поэтому, строго говоря, для реализации 
такого режима необходимо выполнение условия

*о ^  Аь или ^  й/2лу0, гДе ^  =  Щ <о/С20 -  декре­
мент затухания. Оценки показывают, что, напри­
мер, для отожженной меди и гранита при О =  10-2, 
р = 1.6 х  102 см2/с, у0 =  104 [3, 11,46], со =  2 х  104 с '1 
(L0 = 104 см, х0 =  1.6 х  103 см) амплитуда е0 дол ж ­
на быть больше величины 2 х  10~7 (y0Re =

= 2ТорС’о£0/г|со > 6 х 102). Тем не менее, предло­
женную процедуру определения вида гистерезис­
ного уравнения состояния можно применять и 
при меньших деформациях и для других твердых 
тел, у которых декремент затухания Ф больше, а 
эффективный параметр нелинейности у меньше 
выбранных величин, так как характер нелиней­
ных волновых процессов (амплитудные зависи­
мости нелинейных потерь, изменения скорости 
волны и уровней высших гармоник) определяется 
не вязкостью г\ (или декрементом тЗ) твердого те­
ла, а его нелинейностью.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(гранты № 01-05-64417, №  00-05-64252).
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Wave Processes in Media with Hysteretic Nonlinearity. Part I
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Two phenomenological models of hysteretic equations of state for media with imperfect elasticity are described 
and compared. On the basis of these equations, a theoretical study of nonlinear effects caused by the acoustic 
wave propagation in an unbounded medium is performed. The profiles, parameters, and spectra of waves are 
determined. The distinctive features of nonlinear wave processes in such media are revealed, so that these fea­
tures can be used to choose the appropriate hysteretic equation of state for analytically describing the experi­
mental data.
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