
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 2003, том 49, № 4. с. 529-534

У Д К  5 3 4 . 2 2 2

ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В СРЕДАХ С ГИСТЕРЕЗИСНОЙ
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ. ЧАСТЬ II

© 2003 г. В. Е. Назаров, А. В. Радостин, Л. А. Островский, И. А. Соустова
Институт прикладной физики РАН  

603950 Нижний Новгород. ул. Ульянова, 46
E-mail: nazarov@hydro.appl.sci-nnov.ru 

П о с т у п и л а  в  р е д а к ц и ю  0 4 . 0 5 . 2 0 0 1  г .

В рамках двух основных гистерезисных уравнений для сред с несовершенной упругостью проводит­
ся теоретическое исследование нелинейных процессов, возникающих при распространении низко­
частотных и высокочастотных акустических импульсов в безграничной среде и непрерывных волн 
в кольцевом резонаторе; определены профили и параметры импульсов, а также резонансная кривая 
резонатора, его добротность и отношение нелинейного сдвига резонансной частоты к нелинейному 
декременту затухания. Выявлены отличительные признаки нелинейных волновых процессов в та­
ких средах, способствующие правильному выбору гистерезисного уравнения состояния при анали­
тическом описании результатов экспериментальных исследований.

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей статье, являющейся продолжени­
ем работы [1], в рамках феноменологических ги­
стерезисных уравнений состояния проводится те­
оретическое исследование нелинейных волновых 
процессов, возникающих при распространении 
низкочастотных (НЧ) и высокочастотных (ВЧ) 
импульсов в безграничной среде и непрерывных 
волн в кольцевом резонаторе. Здесь используется 
единая (со статьей [1]) система обозначений.

2. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОДНОПОЛЯРНЫ Х
ИМ ПУЛЬСОВ ДЕФ ОРМ АЦИИ

Рассмотрим распространение и эволюцию в 
средах с гистерезисной нелинейностью однопо­
лярных (для определенности положительных) 
возмущений, задаваемых на границе х  = 0 выра­
жением: г(х  = 0, 0) = SosinG, 0 < 0 < к. Как следует 
из уравнений (7), (8) [1], распространение таких 
возмущений характеризуется двумя параметра­
ми: амплитудой и длительностью 0* (х). Интегри­

руя уравнение (6) [ 1 ] от 0 до 0* по 0, получаем для 
первой и второй моделей гистерезиса:

е;
Э г В, + ^

U  е (* ,9 М 0  = е ; < ° , (1)
о

.  е*

^ J e ( * ,e ) d 0  = 0. (2)
0
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И з уравнения (1) следует, что в первой модели 
гистерезиса площадь S(x) под кривой 8 = е(х, 0) 
уменьшается при увеличении координаты х  и, 
следовательно, импульс однополярного возму­
щения не сохраняется. Это также видно из урав­
нения (7) [1]: точки на профиле возмущения, со­
ответствующие 8 = 0, движутся с одинаковой 
скоростью, поэтому длительность возмущения 
остается постоянной, а его амплитуда, вследствие 
гистерезисных потерь, уменьшается, т.е. умень­
шается и площадь под кривой 8 = 8(0). Таким об ­
разом, неупругий гистерезис не пригоден для 
описания распространения однополярных воз­
мущений.

Для второй модели гистерезиса, из уравнения (2) 
имеем: 5(дг) = 28а = const, т.е. импульс однополяр­
ного возмущения сохраняется. Длительность 
9*(х) возмущения (при у, 2 ^ 0) определяется из

уравнения (8) [1]: 0?(*) = 4ц+в* + 2arcsin(e*/e0) ,a

его амплитуда 8*(х) -  уравнением (17) [1]. На 
больших расстояниях от излучателя однополяр­
ный импульс становится треугольным (рис. 1); 
его амплитуда и длительность равны:

£«(■*)* 7 е 0/ц + ~ (£„/*)1/2,

0 : (х )  = 4 7 ё ^ ; ~ ( е ол:)1/2.

При у2 < 0, но у, + у2 > 0 (аналогично можно рас­
смотреть случай у, < 0) в импульсе образуется раз­
рыв на заднем фронте в точке 8 = 0 на расстоянии
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Р и с .  1 . Э в о л ю ц и я  о д н о п о л я р н о г о  в о з м у щ е н и я  в  с р е д е  
с  у п р у г и м  г и с т е р е з и с о м  ( /  -  *  =  0 ;  2  -  Х\ >  0 ,3  -  х2 >  -Ч ) .

Хр = 2/|у2|еоМ амплитуда £р(х) и фаза 0*(д:) разры- 
ва определяются выражениями:

J S \y 2\£0k x -  16 
\у2\кх

е +р( х )  = 4р+£*+2arcsin(£*/£0) -

+ е2(х, т), |£2(.х, т)| |£,(д:, т)|, получим уравнение
для НЧ-импульса:

де2
дх

1 Э ( / (£ „ £ ,) }
2 Со Эх (3)

где </(£„ £ |)) = Из выражений (7),

(8) [1] (при х ^  х0) получаем:

< /( е  i,£i)> = a 0£oA2( T ) ( l - ^ £ 0A (T )fo ), (4)

где а 0 =
Р1 - Р 2 ,  4 ( Р 1 - р ; )

8
, d  =

З л
-  для первой модели

гистерезиса и

а 0 =
16 Y l - Y 2 - Y 3  +  7 4  +  - ( Y l + Y 2 - Y 3 - Y 4 )

-  arcsin(£*/£0) -  —£ . к х .

На расстоянии х 2 = xp( l  + |Y2/Yi|) >*р фаза 0* (х) “до­

гонит” фазу разрыва 0* (*), и в дальнейшем амп­
литуда возмущения будет уменьшаться по закону:

£«(*) =
J% y\Z p k x - 16

Yi кх
На больших расстояниях (х > 2/у 1Е0к) амплиту­

да и длительность возмущения определяются вы­
ражениями: £* = о/У\кх, 0+ (х) = J l y ~ ^ к х .

3. САМОДЕТЕКТИРОВАНИЕ 
ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ ИМПУЛЬСОВ

При распространении амплитудно-модулиро- 
ванной высокочастотной (ВЧ) акустической вол­
ны в среде с четной нелинейностью происходит 
ее детектирование (или демодуляция), в результа­
те чего в среде генерируется и распространяется 
низкочастотная (НЧ) волна; на этом принципе ос­
нована работа параметрических излучающих ан­
тенн [2—4]. Измерение характеристик такой вол­
ны также можно использовать для определения 
нелинейных акустический свойств среды с целью 
ее диагностики. Здесь мы исследуем процесс де­
тектирования ВЧ акустических импульсов в сре­
дах с гистерезисной нелинейностью.

Зададим граничное условие на излучателе в 
следующем виде: г(х = 0, t)  = £oA(f)sincor, где 
A(t) -  огибающая ВЧ-импульса длительностью Г, 
соТ >  1. Возникающий при детектировании рас­
пространяющегося ВЧ-импульса = £ {(х, х) 
НЧ-импульс £2 = £2(х, т) будем искать методом 
возмущений. Полагая в (6) [1] е(х, т) = г {(х, х) +

1 [Y1 + 11Y2-Y3-HY4+12Y1Y2-12Y3Y4] -^ 24л
для второй.

Из уравнений (3), (4) находим:

“ ~ Ж к А"м
d_

2 а 0
1 -  -— е0А(т)кх |. (5)

Из этого выражения следует, что при а 0 Ф  0, 
практически независимо от вида гистерезиса, 
форма продетектированного импульса близка к 
первой производной по времени от квадрата оги­
бающей, при этом вначале его амплитуда линейно 
растет с расстоянием, а затем, вследствие гистере­
зисных потерь ВЧ-импульса, рост НЧ-импульса 
замедляется, а его длительность увеличивается 
(рис. 2). Измеряя амплитуду и длительность про­
детектированного импульса на двух различных 
расстояниях х от излучателя (или при двух раз­
личных амплитудах %), можно определить пара­
метры нелинейности среды (а 0 и d ) .  Здесь имеется 
одно небольшое отличие процессов детектирова­
ния в средах с неупругим и упругим гистерезиса­
ми, заключающееся в том, что при а 0 =  0  в первой 
модели гистерезиса детектирования нет [5], а во 
второй -  есть (если d  Ф 0); в этом случае форма 
НЧ-импульса совпадает с первой производной от 
куба огибающей, а его амплитуда пропорцио­
нальна во-*2- Последнее связано с несимметрич­
ным искажением ВЧ-волны, проявляющимся как 
в изменении профилей положительного и отри­
цательного полупериодов волны, так и их дли­
тельностей (см. (17), (19) [1]). (Такое детектирова­
ние, однако, является существенно более слабым, 
по сравнению со случаем а 0 Ф  0). Заметим, что в 
средах, уравнения состояния которых описыва­
ются симметричными гистерезисами (Pj = Р2 [5] и
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Yi = Ъ  = Уз = процесс детектирования ВЧ-им- 
пульсов вида A(r)sincor не идет, т.к. эффективные 
параметры квадратичной нелинейности также 
равны нулю (а0 = 0, d  = 0). В таких средах, как сле­
дует из уравнений (12), (14) и (20), (22) [1], четные 
гармоники также не возникают. Интересно отме­
тить, что если несущая модулированной ВЧ-вол- 
ны будет ангармоничной и имеющей различные
длительности фаз нагрузки (£ > 0) и разгрузки
(г < 0), то при ее распространении в среде с сим­
метричными гистерезисами возникнет НЧ-волна 
модуляции [5].

4. БЕГУЩ ИЕ ВОЛНЫ  В КОЛЬЦЕВОМ
РЕЗО Н АТО РЕ

Более сильно (по сравнению с безграничной 
средой) нелинейные эффекты  проявляются в ре­
зонаторах, где, за счет их высокой добротности, 
интенсивность акустических волн может быть 
значительно выше. При возбуждении стержнево­
го резонатора в нем устанавливается стоячая вол­
на, являющаяся суммой двух волн, бегущих навст­
речу друг другу, которые, вообще говоря, могут 
взаимодействовать из-за нечетной нелинейности 
среды. Однако в резонаторе с четной нелинейно­
стью встречные волны не взаимодействуют, по­
этому и задача о нелинейных колебаниях в таком 
резонаторе особых трудностей не представляет
[4]. Поскольку (в общем случае) гистерезисная 
нелинейность содержит как четную, так и нечет­
ную составляющие, то в резонаторах с гистере­
зисной нелинейностью встречные волны взаимо­
действуют, и задача о колебаниях в стержневых 
резонаторах усложняется. Здесь мы рассмотрим 
нелинейные колебания в кольцевом резонаторе 
(рис. 3), в котором волна бежит в одну сторону [6]. 
(Принципиально осуществить режим бегущей 
волны в кольцевом резонаторе можно, исполь­
зуя, например, два несимметрично расположен­
ных излучателя, возбуждаемых синусоидальны­
ми колебаниями, сдвинутыми по фазе. Подбирая 
сдвиг фазы между этими колебаниями, можно 
эффективно возбуждать волну, бегущую по часо­
вой стрелке, и подавлять волну, бегущую против 
часовой стрелки, или наоборот.)

Определим резонансную кривую, амплитуду 
установившейся волны и добротность такого 
кольцевого резонатора в двух режимах: квазигар- 
моническом (или слабонелинейном) и сильноне­
линейном, когда в резонаторе сформировалась 
волна с треугольным профилем -  для первой м о­
дели гистерезиса, и пятиугольным -  для второй

(при Yi = Y* Ъ  = Уз> когДа Ш = Ц- и г т =
амплитуда волны). Граничное условие для деф ор­
мации на излучателе зададим в виде: г(х  = 0, ?) =

Р и с .  2 .  Эволюция продетектированного импульса: 1 -  
ВЧ-импульс (х = 0); 2 , 3 -  продетектированные им­
пульсы на различных расстояниях от излучателя при 
а0>0.

Р и с .  3. Принципиальная схема кольцевого резонато­
ра: 1 -  излучатель, 2 -  резонатор.

= £0sincot. Очевидно, что в установившемся режи­
ме в резонаторе будет выполняться условие:

£ , ( L )  =  8 , ( L ) X
(6)

X exp{-i7cpL[ 1 + Др + Дл(е„) -  i5(em)]} + е0,
где кр =  соР/С0, со;, =  2npC0/L, L -  длина резонатора, 
Р ~  номер моды, Дейр = ш — <ор, Ар = А(рр/сор, Д,,(£„,) = 
= ДС(е„,)/С0, а параметры 5(еи) и ДС(е„,)/С0 опреде- 
ляются выражениями (13), (15) -  для первой моде­
ли гистерезиса, и (21), (23) -  для второй [1]. Из 
уравнения (6) получаем выражение для резонанс­
ной кривой:

£ 0

е« = ----- г2 = .  (7)
2лрСл/8'(ет) + [Д, + ДА(еи)Г

где £ = £,/£т; в квазигармоническом режиме £ = 1, 
а в сильнонелинейном -  определяется выражени­
ями (16) и (24) [1] соответственно. Отметим, что 
структура (т.е. формула (7)) резонансной кривой 
для кольцевого резонатора совпадает со структу-
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z j z  о

Р и с .  4 .  Резонансные кривые при различных амплиту­
дах возбуждения стержневого резонатора из поли- 
кристаллической меди ( /2 = 4350 Гц) [8]: /  -  £q = 4 х
х  10"8; 2 -  е0 = 8.5 х  10"7; 3  -  €q = 7 х  10"*.

рой резонансной кривой для стержневых резона­
торов [7-13]. Как следует из (7), при увеличении 
амплитуды излучаемой волны резонансные 
кривые для таких резонаторов сдвигаются и не­
симметрично расширяются, при этом, в отличие 
от систем с кубичной упругой нелинейностью [14,
15], где имеет место гистерезис резонансной кри­
вой, здесь такой ситуации может не быть. Это 
связано с ростом нелинейных потерь и расшире­
нием резонансной кривой, предотвращающим ее 
перегиб. Именно такое поведение резонансных 
кривых для стержневых резонаторов из различ­
ных материалов наблюдалось экспериментально 
в работах [7-13] (рис. 4).

Определим добротность Qp( t m) резонатора как 
отношение частоты ох, к ширине резонансной

кривой по уровню 1/ Л : Qp(zm) =  0 .4 /8(eJ. Инте- 
ресно проследить за поведением добротности 
Qp(zm) при увеличении амплитуды Bq. В квазигар- 
моническом режиме мощность волны пропорци­
ональна £q, а потери, определяемые площадью

петли гистерезиса, пропорциональны 8о, поэтому

Qpi^o) Cq1 . В сильнонелинейном режиме мощ-

ность волны на частоте сор пропорциональна е" , а 
потери, связанные, в основном, с генерацией выс­
ших гармоник, также пропорциональны г 2п, по­
этому Qp(eо) =  const.

Нелинейный сдвиг резонансной частоты опре­
деляется выражением: Дсо^А(ет) = -чо/Д А(£т) -  £т , 
при этом зависимости Дсо̂  л = Aco;, /,( о̂) Для резо­

натора с неупругим и упругим гистерезисами ока­
зываются различными, т.к. ет  по-разному зависит 
от £0. Из уравнения (7) следует, что в резонансе, 
когда Др + Д*(£т) = 0, для резонатора с неупругим 
и упругим гистерезисом имеем следующие зави­
симости гт = £т(£о):

£т ~ 2/»(Р, + р2) ’ £"  Р (Y1 + Y2  + Y3 + Y4 )
-  в квазисинусоидальном режиме, и

е Л £-1 УД е = ( 2е? Г
т 1р С(Р. + Р2Ц ’ m W C (Y i +y2)J

-  в сильнонелинейном.

Независимость амплитуды г т от начальной 
амплитуды £q в  квазисинусоидальном режиме свя­
зана с пренебрежением линейным диссипатив­
ным слагаемым в уравнении состояния (2) [1]; при 
его учете мы, естественно, получим, что г т ~ £о 
[7-13], однако зависимости гт = г т (£о) для сильно­
нелинейного режима не изменятся.

Определим, наконец, параметр г, равный отно­
шению декремента 6 затухания к относительному 
изменению скорости волны ДС/С0 и являющийся 
важной характеристикой амплитудно-зависимого 
внутреннего трения [16-20]. Для резонатора с не­
упругим и упругим гистерезисом имеем соответ­
ственно:

_ 4 Р, + Р2 _  4_( 8 Y ^ Y a  + Y a -Y ^ " 1
Г‘ 3 а ’ 7-2 з( 371y,+Y2 + Y3 + yJ

-  в квазисинусоидальном режиме, и

_ 2(р 1 + р ,) 4 7 ^  (  32л У д
1 а  ' 2 е0 lp (Y i + Y i)e J

-  в сильнонелинейном.
Из этих выражений видно, что параметр г  яв­

ляется постоянной величиной только в квазиси­
нусоидальном режиме, а при переходе к сильно­
нелинейному он становится амплитудно-зависи­
мым. Кроме того, в сильнонелинейном режиме 
для неупругого гистерезиса параметр г  не зависит 
от моды возбуждения резонатора, а для упругого -  
г  ~ р~т. Следует, по-видимому, ожидать, что ана­
логичные зависимости г  от  £, и р  будут наблю­
даться и для стержневых резонаторов, в которых 
структура волны -  стоячая.

5. ОБЩ ЕЕ ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
В настоящей работе приведены описание и 

сравнение двух основных феноменологических 
моделей гистерезисных уравнений состояния для 
сред с несовершенной упругостью: первая модель 
(неупругий гистерезис) состоит из двух ветвей, а 
вторая (упругий гистерезис) -  из четырех, при
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этом все ветви каждого гистерезиса аппроксими­
руются квадратичными функциями деформации. 
В рамках этих гистерезисных уравнений проведе­
но исследование нелинейных эффектов, возника­
ющих при распространении непрерывных и им­
пульсных продольных акустических волн в без­
граничной среде и кольцевом резонаторе: 
определены профили волн и их спектры, а также 
резонансная кривая резонатора и его доброт­
ность. Решение нелинейных волновых уравнений 
проводилось методом “сшивания” простых волн, 
отвечающих каждой ветви гистерезиса в точках 
пересечения и наложения этих волн. Показано, 
что при распространении первоначально гармо­
нической волны в среде с упругим гистерезисом, 
вследствие нелинейных потерь и образования 
разрывов, обусловленных неаналитичностью  
уравнения состояния при нулевых напряжениях и 
деформациях, асимптотический профиль каждо­
го полупериода волны становится пятиугольным, 
а в среде с неупругим гистерезисом, где такой не­
аналитичности нет, образуется волна треугольно­
го профиля. Проведенные исследования показа­
ли, что распространение упругих волн в средах с 
различными гистерезисными уравнениями состо­
яния сопровождается нелинейными эффектами, 
характер которых зависит от вида гистерезиса и 
может быть различным. Для одних эффектов (из­
менение скорости волны, генерация высших гар­
моник, детектирование высокочастотных им­
пульсов) это отличие является количественным, а 
для других (форма волны, зависимость ее ампли­
туды от расстояния и от начальной амплитуды, 
отношение декремента затухания к относитель­
ному изменению скорости волны) -  качествен­
ным. Последнее отличие наиболее ярко проявля­
ется в резонаторах при их возбуждении в сильно­
нелинейном режиме, когда уровень высших гар­
моник в волне сравним с уровнем волны основной 
частоты. Поиск и выявление подобных отличий 
при проведении экспериментальных исследова­
ний нелинейных акустических эффектов позво­
лит сделать правильный выбор гистерезисного  
уравнения состояния среды с несовершенной  
упругостью. В свою  очередь, выбранное таким 
образом гистерезисное уравнение состояния и 
определенные (из сравнения аналитических расче­
тов нелинейных волновых процессов с экспе­
риментальными результатами) параметры гисте­
резиса могут являться качественной и коли­
чественной основой для диагностики типа и 
количества (т.е. объемной концентрации) деф ек­
тов, определяющих акустическую (в широком 
смысле) нелинейность микронеоднородной сре­
ды. Для решения таких диагностических задач не­
обходимо выявление физических механизмов не­
линейности различных сред, создание моделей 
различных нелинейных дефектов (дислокаций, 
трещин, контактов, зерен и т.д.) и уравнений со­

стояния (причем, не обязательно только гистере­
зисных), описывающих поведение этих дефектов  
в поле упругой волны. Такой “микроскопичес­
кий” подход получения уравнения состояния тре­
бует знания дефектной структуры среды и, как 
правило, является более сложным, по сравнению 
с феноменологическим подходом, в котором  
уравнение состояния, по существу, постулируется 
или реконструируется на основе эксперименталь­
но установленных амплитудных и частотных за­
висимостей различных нелинейных эффектов. 
Практика, однако, показывает, что оба эти под­
хода могут успешно (а часто и независимо) приме­
няться и взаимно дополнять друг друга при ис­
следовании нелинейных волновых процессов. В 
заключение отметим, что нелинейные акустичес­
кие методы диагностики различных сред и мате­
риалов могут быть довольно разнообразными и 
основанными не только на описанных здесь, но и 
на других нелинейных эффектах; в зависимости 
от конкретных условий эти методы могут быть 
более простыми или более эффективными. Сре­
ди таких эффектов, по-видимому, могут быть: 
модуляция звука звуком, затухание звука на зву­
ке, генерация волн комбинационных частот (сум­
марной или разностной), самофокусировка, само- 
просветление и т.д. В средах с различными вида­
ми акустической нелинейности все эти эффекты  
будут проявляться по-разному, и эти отличия мо­
гут быть использованы для определения нелиней­
ного уравнения состояния среды с целью ее диа­
гностики.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(грант № 01-05-64417).
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Wave Processes in Media with Hysteretic Nonlinearity. Part 2
V. E. Nazarov, A. V. Radostin, L. A. Ostrovsky, and I. A. Soustova
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Nonlinear processes caused by the propagation of low-frequency and high-frequency acoustic pulses in an un­
bounded medium and the propagation of continuous waves in a ring resonator are theoretically studied on the 
basis of two hysteretic equations of state for media with imperfect elasticity. The profiles and parameters of 
pulses, the resonance curve and the Q factor of the resonator, and the ratio of the nonlinear resonance frequency 
shift to the nonlinear damping decrement are determined. For nonlinear wave processes in such media, the dis­
tinctive features that allow one to choose an appropriate hysteretic equation of state for analytically describing 
the experimental data are revealed.
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