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Получено новое аналитическое представление фундаментального решения (функции Грина) задачи 
о распространении короткого импульса в произвольной среде с одним процессом резонансной ре­
лаксации. Это аналитическое представление основано на обобщенной функции локального откли­
ка линейных сред [1]. которая включает как частные случаи хорошо известные релаксационные 
модели Дебая и Лоренца. С использованием полученного представления установлено полное мно­
гообразие возможных типов динамики короткого импульса при его распространении в среде.

В настоящее время предметом многочислен­
ных теоретических и экспериментальных иссле­
дований является анализ закономерностей рас­
пространения. диспергирования и затухания 
коротких акустических и электромагнитных им­
пульсов в релаксирующих средах [2-11]. Интерес 
к этой проблеме связан с теми дополнительными 
возможностями, которые открываются при ре­
шении задач диагностики сред импульсными ме­
тодами. Это прежде всего возможность дистанци­
онного исследования быстропротекающих про­
цессов в среде и значительно более простые 
требования к условиям эксперимента. Предыду­
щие исследования авторов [5] показали, что 
эффективность диагностики релаксационных 
свойств среды короткими акустическими импуль­
сами малой амплитуды может существенно до­
полнять, а в ряде случаев и превосходить методы  
акустической спектроскопии, традиционно ис­
пользуемые для этих целей.

В работе [1] авторами показано, что при учете 
альтернативной формулировки принципа симме­
трии кинетических коэффициентов Онзагера 
термодинамический подход Мандельштама-Ле- 
онтовича позволяет получить единое описание 
произвольной линейной среды с локальным от­
кликом. Модели Лоренца [13] и Дебая [14, 15] в 
таком подходе являются частными случаями бо­
лее общей модели, характеризующейся еще од­
ним дополнительным параметром -  углом инер­
ционности. Наличие дополнительного параметра 
приводит к значительно более разнообразной ди­
намике диспергирования короткого импульса по 
сравнению со случаями чисто релаксационного 
(модель Дебая) и чисто резонансного (модель Ло­
ренца) отклика среды.

Уравнение состояния, описывающее локаль­
ный отклик произвольной линейной среды с 
единственным процессом резонансной релакса­
ции, может быть записано в виде [ 1 ]

Основная трудность обратной задачи импульс­
ной диагностики сред заключается в обоснован­
ном выборе той физической модели, которая бы­
ла бы достаточно общ ей, чтобы адекватно опи­
сывать свойства значительного числа реальных 
сред. Такая достаточно общая модель может 
быть получена в рамках термодинамического 
подхода Мандельштама и Леонтовича [12], в 
которой основным параметром, определяющим 
многообразие диссипативно-дисперсионных 
свойств реальных сред, является спектр времен 
релаксации (СВР). Однако такие, например, сре­
ды, как жидкости с пузырьками газа, обладают не 
только релаксационными, но и резонансными 
свойствами и обычно рассматриваются в рамках 
независимых моделей.

<т(г) =

=  РоС £(/) -  ^ 7  jd f’£ ( /-  t')e '/Tcos( Q f  -  ф)
( 1)

о

где а  -  напряжение, £ -  деформация, р0 -  плот­
ность, с0, Ссо- низко- и высокочастотный пределы 
фазовой скорости в среде, а основными парамет­
рами, определяющими дисперсионные свойства 
среды, являются время релаксации т. резонансная 
частота £>, угол инерционности ф. Кроме того, 
введены следующие обозначения: для нормиро­
вочного множителя р = (1 + £2"Т~)/(со$ф + Лтятф) 
и дисперсионного скачка фазовой скорости Д =

= 1 -  сУссо
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Уравнение состояния (1) при £1 = 0 и ф = я/2 со­
ответствует частным случаям чисто экспоненци­
альной релаксации (модель Дебая) и чисто резо­
нансной релаксации (модель Лоренца).

Рассмотрим те особенности дисперсии и по­
глощения волн, к которым приводит уравнение 
состояния (1).

В линейном приближении распространение 
плоских акустических волн подчиняется уравне­
нию движения

д 2и Эо

где и -  смещение; деформация определяется про­
изводной г  = ди/дх.

С учетом уравнения состояния (1) уравнение 
движения сводится к уравнению наследственного 
типа

1 д~и(х, t) _  д~и(х, t ) 

c t  дГ  д х 2

-  д р  Ь , э г» ( * . ; - о е- » .с0>(а<. Ф)

т J дх~о
В частотном представлении (г — -  со) оно эквива­
лентно уравнению Гельмгольца

д~и(х, со) 
Эл:2

+ А"(со)н(.г, (о) = О,

где волновое число АХ со) имеет вид

К ( р ) =  — Г1 -А рс Л
(рт + l)coscp4- £2x$in(p4~l/2 

(р т +  \ y  + (Q x )2
.  ( 2)

Фундаментальное решение (функцию Грина) 
задачи о распространении плоского импульса в 
бесконечной среде можно представить в виде ин­
теграла Лапласа:

5 + /оо

/о, Г) =  J d p e x p ( p t - x K ( p ) )  (3)
8-i'oo

с ВОЛНОВЫМ числом (2).
В случае малой дисперсии скоростей Др <  1 

волновое число К(р) можно разложить в ряд с 
точностью до линейного по Др <  1 слагаемого:

Исходя из (4), можно получить следующие вы­
ражения для коэффициента поглощения а((й) = 
= ReK(i<a) и фазовой скорости с(со): с-1(со) = 
= ImK(io))/co;

а(а>) -  АР (сот)~( (сот)~cosср + (1 -(Q T )~)cos(p  + 2QTsincp) 

2с~т ((сот)” + (1 — (£2т)~))~ + 4(£2т)”

с((о) = с J  1 -
Ap(((OT)'(cos<p -  Qtsincp) + (1 -  (flx)~)(cos(j? + flTsinq>))
2т v 3

((сот)- + (1 - ( П х  )")) + 4(£2т)

Требование устойчивости или диссипативнос- 
ти среды, которое эквивалентно положительнос­
ти коэффициента поглощения, приводит к огра­
ничению на допустимые значения параметров Qx 
и ср:

£2т< tg(4>) + l /c o s ( 9 ) при - я /2 < ф < я /2 .  (5)
В зависимости от значений параметров £2т и ф 

частотные зависимости фазовой скорости с(со) и 
коэффициента поглощения а(со) среды могут 
иметь различные особенности. Для устойчивых 
диссипативных сред с допустимыми параметрами 
Пх и ф из области (5) все те особенности, которые 
могут иметь фазовая скорость с(со) и коэффици­
ент поглощения ос(со), показаны на рис. 1 и рис. 2.

Как видно из приведенных рисунков, коэффи­
циент поглощения а(со) может монотонно возра­
стать с ростом частоты или иметь максимум. Фа­
зовая скорость с(со) также может быть монотон­
ной, но может иметь как максимум, так и

минимум или максимум и минимум одновремен­
но.

Максимум у коэффициента поглощения а(со) 
существует, если выполняется условие

Q x > -  t g ^ )  + 1/соб( ф ) при - л /2 < ф < л /2 .  (6)

Максимум фазовой скорости существует при ус­
ловии

Пх > c t g ^ )  при 0 < ф < 71/2, (7)

а минимум -  при условии

Q t > tg ((^  + тг/2)/3) при - л /2 < ф < л /2 .  (8)

На плоскости параметров £2т, ф области, в кото­
рых коэффициент поглощения и фазовая ско­
рость имеют отмеченные выше особенности, 
представлены на рис. 3. Как будет показано ниже, 
в этих областях динамика короткого импульса 
оказывается различной.
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а(со)/<хш _

Рис. 1. З а в и с и м о с ть  к о э ф ф и ц и е н т а  п о гл о щ ен и я  о т  
б е зр а зм е р н о й  ч асто ты  для р азл и ч н ы х  зн ач ен и й  П т  и ф.

Исследование динамики импульса непосредст­
венно с помощью представления в виде интеграла 
Лапласа (3) весьма затруднено. В основном для 
подобного исследования применяется асимптоти­
ческий анализ методом перевала [3, 4. 7 -9 ] или 
численные расчеты [10].

Ниже мы получим новое интегральное пред­
ставление, которое более удобно для исследова­
ния закономерностей распространения коротких 
импульсов в средах с резонансной релаксацией.

После замены переменной интегрирования 
рх + 1 — р  выражение (3) с волновым числом (4) 
преобразуется к виду:

Их, t) = е— ----- j d p c x p ( p t '  + (9)
1  ̂ р~ +  (С1туу

где введены обозначения |3 = Др.г/2тсм, ?' = ( ? -  
- х / с м)/т, а коэффициенты А и В определяются 
выражениями

с(со)/сте

Рис. 2. З а в и с и м о с т ь  ф а з о в о й  с к о р о с т и  о т  б е з р а з м е р ­
ной ч а с т о т ы  д л я  р а з л и ч н ы х  зн ач ен и й  П т  и ф.

Тогда по теореме Эфроса об обобщ енной  
свертке [16] интеграл Лапласа (9) можно предста­
вить в виде

- pCOS(p°°
И х , г) = е— ---- j d Z , F &  Р)2(Л $), (12)

О
где функции F(<̂ , р) и Q (t \  %) являются интеграла­
ми Лапласа

т  Р) = ( в )
У

ш л  5 ) =  A j ^ sK exp( 4 P i i ( M ) .  (14,

Y
Проводя замену р  — *- р  + В/A в последнем вы­

ражении, его нетрудно привести к виду:

Q ( t \  $) =

А = ( cosф —- Qxsincp),

В = Qt(sin(p + ftxcos(p).
( 10)

Отметим, что коэффициент А может быть как 
положительным, так и отрицательным.

Далее, подынтегральную функцию в (9) мож­
но представить в виде

Г(<?( р ) )  =  ехр
р +  (й т )  . . . .

где q = 1------o l 7~- (И )р  + В! А

где введено обозначение для положительного па­
раметра С:

С = (В /А )2 +  (£2т)2. (16)

Таким образом, интеграл (15) имеет ту ж е струк­
туру, что и (14). Интегралы типа (13), (15) могут,
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например, быть вычислены путем прямого разло­
жения экспоненты ехрфА/р)  в ряд и дальнейшего 
почленного интегрирования:

т ,  »  = 8 ©  ♦  £  (M I*  - £ 2 - 9 ®  -
к = I

= 5(4) +

©О

к = ()

( ( 2 7 ^ ) 7 4 ) *
*!Г( 1 +(*+ 1))!

(17)

е (4 )-

Сумма в фигурных скобках при А > 0 является мо­
дифицированной функцией Бесселя первого по­

рядка I{( 2 j $ A £ , ) (см. [17]), а при А < 0  она преоб­
разуется в обычную функцию Бесселя

у,(2 7 Щ 1 4 ) , умноженную на мнимую единицу. В

результате для функций F(q, Р) и Q (t\  £) получа­
ются следующие представления:

f ( 4 . P )  =  8 ( 4 )  + J ^ / , ( 2 V ^ 4 ) 0 ( 4 )  при А > О,

F(4 ,  Р )  =  5 ( 4 )

при А < О,

Подставляя выражения (18), (19) в (12), запи­
шем фундаментальное решение для случая А > 0 в 
виде:

- ( 3 c o s < p - J l  - | у
/(х , Г) =

X (5(0 + J ^ /,(2 VpA?)0(O - J^ exp(-2 |4) J®p/ , (2 VpA(f - 4))71(2 VC4(/1 - 4))
'  0

(20a)

В случае A < 0, интегрируя аналогично (20), получим
Б

I{xy t) = £

(21а)

5(0 + J®y,(2 VpRiO0(O + J^ P U (2 VC4(/' - 4))y,(2 VPlA|(/' - 4»

Первое слагаемое в (20a) и (21 а) описывает уп­
ругий предвестник, который экспоненциально за­
тухает с пройденным расстоянием по закону 
ехр(—Pcoscp). Отметим, что для среды Лоренца 
ср = к/2 упругий предвестник, представляющий 
вклад предельно высоких частот, не затухает в 
полном соответствии с высокочастотным поведе­
нием коэффициента поглощения, который в этом  
случае стремится к нулю.

Два остальных слагаемых в круглых скобках, 
неинтегральное и интегральное (с учетом множи­
теля перед скобкой), определяют тело импульса. 
При этом для случая А < 0 неинтегральное слага­
емое соответствует предвестнику Зоммерфельда, 
а интегральное слагаемое описывает предвест­
ник Бриллюэна [4, 7 -9 , 18-20].

Для того чтобы получить прифронтовую  
асимптотику импульса, заметим прежде всего, 
что интегралы в (20а) и (216) имеют порядок ~ /’2 
при t ' — ► 0; таким образом, профиль импульса

вблизи его фронта определяется неинтегральны­
ми слагаемыми. Разлагая их в ряд по /' с точнос­
тью до линейных членов как в случае А > 0, так и 
в случае А < 0 получаем:

/(.v, /) = e x p (-p c o s9 )5 (/')  +

+ Pexp(-pcos9)A^  <22>

Это прифронтовое разложение можно полу­
чить и непосредственно из представления (2), рас­
кладывая экспоненту ехр(-хК(р)) с волновым чис­
лом К(р) в виде (3) в ряд при р  — -  со, учитывая, та­
ким образом, высокочастотную компоненту 
импульса, связанную с фронтом. Из (22), в част­
ности, следует, что и в общем случае резонансной 
релаксации на фронте импульса имеется скачок 
величиной (Ap/T)exp(-pcoscp). Для диссипативных 
сред этот скачок отрицателен в области, где име­
ется минимум фазовой скорости (8), и положите-

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 49 № 5 2003 6*
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Q. т

Рис. 3. Области значений параметров Пт и <р диссипа­
тивных сред, соответствующие различным особенно­
стям коэффициента поглощения и фазовой скорости 
(угол ф измерен в долях к): I -  монотонность фазовой 
скорости и коэффициента поглощения. 2 -  минимум 
у фазовой скорости и монотонность коэффициента 
поглощения. 3 -  монотонность фазовой скорости и 
максимум у коэффициента поглощения. 4 -  минимум 
у фазовой скорости и максимум коэффициента по­
глощения. 5 -  максимум у фазовой скорости и макси­
мум у коэффициента поглощения. 6 -  минимум и мак­
симум у фазовой скорости и максимум у коэффици­
ента поглощения. А > 0 в областях /, 2, 3 и 4, А < 0 в 
областях 5 и 6.

лен там, где он отсутствует. На линии (8), разде­
ляющей эти области, Q.T = ctg (ср), этот скачок ра­
вен нулю. Из прифронтовой асимптотики (22) 
следует также особенность поведения профиля 
импульса на начальном этапе его распростране­
ния, позволяющая различать среды с максиму­
мом коэффициента поглощения и без него. Как

следует из (22), коэффициент 1 -  , определя­

ющий угол наклона профиля импульса, при ма­
лых (3 <§ |А -  В\/Л2 положителен в областях, в ко­
торых имеется максимум у коэффициента погло­

щения, и отрицателен в тех областях, в которых 
его нет. На линии (6) £2т = -tg(<p) + l/cos(<p), раз­
деляющей эти области, угол наклона профиля 
импульса на начальном этапе распространения 
равен нулю.

Аналитическое описание предвестника Зом- 
мерфельда, даваемое неинтегральным слагае­
мым в выражении (21а), показывает, что этот 
предвестник представляет собой экспоненциаль­
но затухающий во времени цуг высокочастотных 
осцилляций, распространяющихся вместе с фрон­
том импульса. При этом частота осцилляций уве­
личивается пропорционально корню из пройден­
ного расстояния, а их амплитуда в пространстве 
меняется по закону Apexp(-(3coscp). Отметим, что 
в частном случае среды Лоренца <р = к /2 это при­
водит к линейному росту амплитуды предвестни­
ка Зоммерфельда с пройденным расстоянием для 
предельно короткого начального импульса.

Что касается случая А > 0 (20а), то нетрудно 
видеть, что при £1т = 0 имеем из (16) С = 0 и инте­
гральное слагаемое обращается в нуль, в то время 
как оставшиеся слагаемые в точности дают ре­
зультат, соответствующий распространению им­
пульса по среде с кнезеровской (дебаевской) ре­
лаксацией [1-2, 5 -6]. Однако при Q.X ^ 0  анализ 
асимптотики неинтегрального слагаемого на 
больших временах и расстояниях показывает, что 
он имеет максимум в точке t* = (14/(1 -  В/A)2, амп­
литуда которого меняется по закону

i ( i - B / A ) V2
* Я п $ А  H a - b J

Таким образом, при условии А > В , которое в со­
ответствии с (6) эквивалентно условию отсутст­
вия максимума у коэффициента поглощения, не­
интегральное слагаемое экспоненциально нарас­
тает, и единственная возможность получить 
физически осмысленный результат, соответству­
ющий диссипации энергии импульса при его рас­
пространении, заключается в компенсации этого 
возрастания аналогичным вкладом от интеграль­
ного слагаемого при Ф 0. С этой целью два сла­
гаемых в (20а) -  интегральное и неинтегральное -  
могут быть объединены в одно, и с учетом заме­
ны % — -  (1 -  i;) t ' выражение (20а) при А >  0 может 
быть записано в виде

е х р -  (icoscp-

/(.V, t ) =
1+! I

5(r') + 4 *
о

^ / , ( 2 7 Р ^ Ш 2 л/С г’Ч (1 -5 )>  • (206)

Анализ интеграла в (206) показывает, что основ- интегрирования. Чтобы получить аналитическую 
ной вклад вносит окрестность верхнего предела оценку этого интеграла, можно, воспользовав-
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шись теоремой о среднем, вынести монотонную

функцию I \ ( 2 j$ A t% )  в некоторой точке

из окрестности единицы. Производя в оставшем­
ся интеграле замену переменной  ̂= 1 -  2£, можно 
преобразовать его к виду

j d ^ e 'A ^J0( 2 j C t ' 2k ( \ - k ) )  =
О

=  С

в ,1
а ’

(23)

М !
О

Интеграл в (23) вычисляется точно [21]:

j d x c h ( X x ) J 0( \ x J l - х ~ )  =
sin - ю

о
(24)

“ И

и тогда, учитывая явный вид коэффициентов А, В 
и С, можно получить следующую аналитическую 
оценку выражения (206):

/ и , , )  = E P H £ 2 i l ) f 5„ . ) +
(25)

+ е

На малых расстояниях 7p|A |f' 1, разлагая
модифицированную функцию Бесселя по этому 
параметру, можно получить асимптотическую  
оценку функции Грина /(г, х)

I ( x , г) = ^exp(-(3coscp) 5 ( 0  +

+ 2Pc,"ff^ s in (Q T r ’) + Aco$(Q.xt')

(26а)

которую, используя выражения (10) для величин 
А и В, также можно записать в виде

/(*, г )  ~  ^exp(-Pcoscp){5(r') +
(266)

+ Ре [co s (£ lx f  -  ф) + QTsin(Qxr' -  <р)] }.

Таким образом, из выражений (25)—(26) следует, 
что при Qt Ф 0  профиль тела импульса промоду- 
лирован осцилляциями с частотой со.

Возвращаясь к оценке (25), нетрудно видеть,
что на больших временах и расстояниях Vp|A|r’ 1 
амплитуда тела импульса контролируется экспо­
ненциальным множителем

ехр(- pcoscp + 2 -  f ) ,

который в точке t' =  р А ^  имеет максимум, рав­
ный exp[-p(coscp -  А£*)].

Показатель экспоненты в этом выражении 
всегда отрицателен при условии < coscp/А =

= 1 /(1 -  tg0 ), которое всегда выполняется в ин­
тервале q* е  [0, 1], где, согласно теореме о сред­
нем, находится значение <;*. Таким образом, ана­
литическая оценка (25) соответствует экспонен­
циальному затуханию амплитуды тела импульса 
на больших расстояниях.

Представление (21а) для случая А < 0 с учетом 
той же замены £ — ► (1 -  b)t' в интегральном сла­
гаемом также можно представить в виде

/(-V, t) =

х 8( 0 -
т е-2т''

exp -  pcosq> — /’( 1 -

7,(2ТЩАТ?)0(О + е (о |^ Г 2га'’ /М^у.(27ЩТ7|)У|(2(Уо,Ч(1-^))

X
(216)

о 1 4

На малых временах или расстояниях, где

7р|А |/' 1 , разлагая функции Бесселя с данным
аргументом в интегральном и неинтегральном 
слагаемых по этому параметру, можно в полной 
аналогии с предыдущим случаем получить те же 
самые асимптотики (26), но для значений параме­
тров из области А < 0 (7).

Более точную асимптотическую оценку инте­
гралов (206), (216) на больших временах и рассто­
яниях можно получить методом перевала, но это 
исследование, выходящее за рамки данной ста­
тьи, будет представлено отдельно.

Полученные выражения (20), (21) представля­
ют главный результат настоящей работы. В от-
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Рис. 4. Динамика тела импульса среде с параметрами 
из области 1 : Qx = 0.1, <р = 0 для различных безразмер­
ных расстояний из интервала р = 0.5-10.

/

(I -  x lc j/ x

Рис. 5. Динамика тела импульса среде с параметрами 
из области 3: Ох = 0.5. ф = 0.3л для различных безраз­
мерных расстояний из интервала р = 0.25-10.

личие от представления (3) в виде контурного ин­
теграла в плоскости комплексного переменного, 
представления (20), (21) действительны и позво­
ляют относительно простым интегрированием 
рассчитывать профили импульсов для произволь­
ных значений параметров. Другой важной осо­
бенностью точных представлений (20), (21) явля­
ется то, что в них как отдельные слагаемые выде­
лены высокочастотные вклады от упругого 
(дельта-функционального) предвестника и пред­
вестника Зоммерфельда (для А <  0).

Таким образом, полученные выражения поз­
воляют проанализировать распространение ко­
роткого импульса во всей области распростране­
ния по лю бой среде, дисперсионно-диссипатив­
ные свойства которой можно описать одним 
процессом резонансной релаксации. Характер  
распространения импульса в этом случае опреде­
ляется двумя величинами: Qx и ф.

Асимптотический анализ выражений (20), (21) 
и прямые численные расчеты по этим формулам  
позволяют представить полную картину динами­
ки распространения импульса при различных зна­
чениях параметров £2х и ф. При этом особенности  
динамики формы импульса оказываются согласо­
ванными с особенностями поведения фазовой 
скорости и коэффициента поглощения в облас­
тях, показанных на рис. 3.

Рассмотрим вначале среды, для которых пара­
метр Л положителен. Будем условно называть та­
кие среды релаксационными, поскольку динами­
ка короткого импульса в таких средах похожа на 
его динамику в модели Дебая с экспоненциальной 
релаксацией. Значения параметров £2х и ф в этом 
случае находятся в областях 1, 2, 3, 4 (см. рис. 3).

В области 1 и фазовая скорость, и коэффици­
ент поглощения монотонны. Предельным случа­
ем сред такого типа при О. — -  0 являются среды 
с экспоненциальной релаксацией [14] (в электро-
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Рис. 6. Динамика тела импульса среде с параметрами 
из области 2: Ш  = 0.75. ф = -0.1л для различных без­
размерных расстояний из интервала Р = 0.25-16.

I
0.4

0

0.4

0

0.4

0

0.4 г

0

0.4 г

О

\ — р = 0.25 

___________!

[д Р = 4
_ |

А Р =  8

х\ _ р =  16

40( /  -  x / c j / z

Рис. 7. Динамика тела импульса среде с параметрами 
из области 4: Пт = 1.6, ф = 0.15л для различных безраз­
мерных расстояний из интервала р = 0.25-16.

динамике это модель Дебая). Для Г2т > 0 динамика 
временного профиля импульса также незначи­
тельно отличается от чисто релаксационной. Как 
и в средах с экспоненциальной релаксацией, в 
этом более общем случае тело импульса имеет на 
малых расстояниях от источника вид экспоненци­
ально спадающего во времени хвоста. На боль­
ших расстояниях тело импульса трансформирует­
ся в импульс гауссовой формы, который форми­
руется низкими частотами. Однако, в отличие от 
сред с чисто экспоненциальной релаксацией, в 
средах с £1т > 0 на хвосте тела импульса имеются 
малые осцилляции, затухающие с пройденным 
расстоянием. Описанная динамика тела импульса 
среде с параметрами из области 1: £2т = 0.1, ф = 0 
показана на рис. 4  для различных безразмерных 
расстояний из интервала (3 = 1-7. Малые осцилля­
ции, возникающие на хвосте импульса, на рисун­
ках визуально неразличимы.

В области 3 фазовая скорость монотонна, а ко­
эффициент поглощения имеет максимум. В це­
лом динамика импульса при его распространении 
аналогична предыдущему случаю, за исключени­
ем того, что тело импульса уже на начальном эта­
пе распространения имеет куполообразный про­
филь. Это можно показать, анализируя прифрон­
товую асимптотику f  — -  0 выражения (22) при 
Р — -  0, поскольку в этом случае линейный по Г 
коэффициент в этом разложении положителен 
для и ф из области 3, и, следовательно, каса­
тельная к профилю тела импульса имеет вблизи 
фронта положительный наклон. Описанная дина­
мика короткого импульса показана на рис. 5 для 
среды с параметрами из области 3: Qx = 0.5, 
ф = О.Зтг на различных безразмерных расстояниях 
из интервала р = 0.25-25.

В области 2 фазовая скорость имеет минимум, 
а коэффициент поглощения монотонно возраста-
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Рис. 8. Динамика тела импульса среде с параметрами 
из области 5: Q .Z =  1.7. ф = 0.4971 для различных безраз­
мерных расстояний из интервала (3 = 1-16.

Рис. 9. Динамика тела импульса среде с параметрами 
из области 6: Фт = 8, ф = 0.49л для различных безраз­
мерных расстояний из интервала р = 1-10.

ет. Появление минимума у фазовой скорости при­
водит к тому, что осцилляции тела импульса по 
мере распространения усиливаются. Качественно 
это  можно объяснить следующим образом. Окре­
стность минимума фазовой скорости, согласно 
методу стационарной фазы , формирует устойчи­
вый волновой пакет в окрестности этой частоты, 
в то время как наличие монотонного по частоте 
поглощения сохраняет волны лишь в окрестнос­
ти нулевой частоты. Таким образом, форму тела 
импульса на больших расстояниях от источника 
определяют два конкурирующих процесса: более 
быстрое затухание высоких частот и, вследствие 
этого, "выживание" низкочастотной компоненты 
и формирование устойчивой группы волн с часто­
тами в окрестности минимума фазовой скорости. 
Асимптотический анализ показывает, что на ма­
лых расстояниях от источника профиль тела им­
пульса имеет вид экспоненциально спадающего 
хвоста, модулируемого косинусом с положитель­
ной начальной фазой (меньшей к/2). Соответст­
вующая динамика короткого импульса для среды 
из области 2 с параметрами Qx = 0.75, ф = -0.1 я

показана на рис. 6а, 66 для безразмерных рассто­
яний из интервала Р = 0.25-105.

В области 4 фазовая скорость имеет минимум, 
а коэффициент поглощения максимум. Так же, 
как и для сред из области 2, осцилляции тела им­
пульса по мере распространения усиливаются. 
Отличие сред с параметрами из области 4 от сред 
из области 2 аналогично их отличию для областей 
1 и 3 -  наклон касательной к профилю тела им­
пульса при малых р вблизи фронта положителен. 
При малых р профиль тела импульса представля­
ет собой затухающую экспоненту, модулирован­
ную синусом с положительной начальной фазой, 
меньшей к/2. На рис. 7 показана соответствую­
щая динамика импульса в среде с параметрами из 
области 4: £1т = 1.6, ф = 0.15 л  для безразмерных 
расстояний из интервала р = 0.25-16.

Рассмотрим теперь среды, для которых пара­
метр А отрицателен. Будем условно называть та­
кие среды резонансными, поскольку динамика 
короткого импульса в таких средах похожа на его 
динамику в модели Лоренца. Значения парамет­
ров fix  и ф в этом случае находятся в областях 5 и 
6 (см. рис. 3).
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В этих областях фазовая скорость имеет мак­
симум, превышающий ее высокочастотный пре­
дел с При этом частоты, имеющие фазовую  
скорость, большую, чем скорость распростране­
ния фронта импульса с„ч формируют в его окре­
стности часть тела импульса, называемую в элек- 
тродинамике предвестником Зоммерфельда [4,
18-20]. Эту часть тела импульса описывает вто­
рое слагаемое в представлении (20). Более низко­
частотные гармоники, распространяющиеся с 
фазовыми скоростями, меньшими с^, формируют 
медленно затухающую низкочастотную часть те­
ла импульса, называемую предвестником Брил- 
люэна [4. 18-20]. Наличие максимума у коэффи­
циента поглощения приводит к усиленному по­
глощению промежуточных частот и отдельному 
формированию каждого из указанных предвест­
ников.

В области 5 как коэффициент поглощения, 
так и фазовая скорость имеют максимум. В обла­
сти низких частот, которые ответственны за ф ор­
мирования предвестника Бриллюэна, коэффици­
ент затухания и фазовая скорость являются моно­
тонно возрастающими функциями, аналогично 
их поведению в области 1 и 3, что приводит к 
асимптотическому формированию предвестника 
Бриллюэна в форме гауссова импульса. Анализ 
прифронтовой асимптотики г' —  ̂0 тела импуль­
са, формируемой высокими частотами и соответ­
ствующей предвестнику Зоммерфельда, показы­
вает, что она начинается с отрицательной фазы. 
При этом амплитуда предвестника Зоммерфель­
да, как это следует из выражения (20), убывает на 
больших расстояниях по экспоненциальному за­
кону exp(-|3cos(p), и для сред, близких к модели 
Лоренца ф — -  тг/2, это затухание может быть ма­
лым в соответствии с поведением коэффициента 
поглощения на высоких частотах. Предвестник 
Зоммерфельда представляет собой цуг осцилля­
ций с экспоненциальной огибающей. Частота ос­
цилляций, определяемая аргументом функции 
Бесселя второго слагаемого в выражении (20), 
растет с пройденным расстоянием, а общая 
длительность предвестника Зоммерфельда оп­
ределяется экспоненциальной зависимостью  
ех р {-/’(1 + В/|А|)|. Соответствующая динамика 
импульса в среде с параметрами из области 5: 
йт = 1.7, ф = 0.4971 показана на рис. 8 для безраз­
мерных расстояний из интервала (3 = 1-10.

В области 6 коэффициент поглощения имеет 
максимум, а фазовая скорость имеет как макси­
мум, так и низкочастотный минимум. Поведение 
предвестника Зоммерфельда для этого случая 
аналогично его поведению в области 5. Поведе­
ние же предвестника Бриллюэна, напротив, ана­
логично его поведению для области 2, где на про­
цесс его формирования влияние оказывают два 
фактора: прогрессивное поглощение относитель­

но более высокочастотных компонент и форми­
рование устойчивой группы волн в окрестности 
минимума фазовой скорости. Наличие двух этих 
факторов приводит к формированию предвестни­
ка Бриллюэна в виде цуга низкочастотных осцил­
ляций, затухающих с пройденным расстоянием но 
степенному закону. Описанная динамика тела им­
пульса в среде с параметрами из области 6: С1т = 8, 
ф = 0.4971 показана на рис. 9 для безразмерных 
расстояний из интервала (3 = 1-10.

Таким образом, основываясь на обобщенном  
уравнении состояния произвольных линейных 
сред с локальным откликом [1], в работе получе­
но новое интегральное представление функции 
Грина задачи о распространении плоского корот­
кого импульса в среде с единственным релаксаци­
онным процессом. При этом динамика импульса, 
характерная для сред Дебая и Лоренца, является 
частным случаем полученного решения. На осно­
ве полученного представления проанализирова­
ны все возможные в линейных диссипативных 
средах с локальным откликом типы динамики 
профиля короткого импульса при его распрост­
ранении. Установлено соответствие между осо­
бенностями допустимого для диссипативных сред 
частотного поведения фазовой скорости и коэф ­
фициента поглощения в плоскости параметров 
£2т, ф и динамикой профиля короткого импульса 
при его распространении по среде.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ, грант № 03-02-16934.
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Propagation of a Short Pulse in a Medium with a Resonance Relaxation:
The Exact Solution

G. A. Maksimov and V. A. Larichev

A new analytical representation is obtained for the fundamental solution (Green's function) to the problem of 
the propagation of a short pulse in an arbitrary medium with a single resonance relaxation process. The analyt­
ical representation is based on the generalized function of the local response of a linear medium [1] and includes 
the well-known Debye and Lorentz relaxation models as particular cases. The representation is used to deter­
mine the complete set of possible types of behavior for a short pulse propagating in the medium.
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