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Впервые теоретически исследован метод обращ ения времени в анизотропном упругом твердом те­
ле. В качестве модели анизотропного упругого твердого тела используется поперечно-изотропная 
анизотропная среда (6 mm). В качестве анизотропной среды 6 mm выбрано однонаправленное эпок­
сидное стекловолокно. Обращенное по времени акустическое поле исследовано численно в луче­
вом приближении. Фокусированное акустические поле имеет разные характеристики в разных на­
правлениях. Фокусированное поле также симметрично относительно главных осей. Обнаружено, 
что ширина главного лепестка фокусированного поля минимальна в направлении, соответствую­
щем максимальной групповой скорости, и максимальна в направлении, соответствующем мини­
мальной групповой скорости. Подробно исследована связь обращенного по времени акустического 
поля с параметрами анизотропной среды.

ВВЕДЕН И Е

Обращение времени -  новый метод адаптив­
ной фокусировки, которая не требует априорных 
сведений о свойствах и структуре среды и преоб­
разователя. В неоднородной среде звуковые пуч­
ки могут искривляться, а в фокусных точках м о­
ж ет происходить расфокусировка. Это явление 
может приводить к фазовым искажениям и иска­
жению изображения. С помощью метода обращ е­
ния времени можно решить эту проблему и до­
биться фокусировки. Это подтверждено теорети­
чески и экспериментально [1-13].

Однако фокусируемые лучи могут расфокуси­
роваться из-за анизотропии. Пучок, фокусируе­
мый в некоторую точку, не будет в ней сфокуси­
рован, поскольку скорость распространения зави­
сит от направления распространения. В 
различных направлениях распространения ре­
зультаты фокусировки будут также различными. 
Адаптивная фокусировка в анизотропных средах -  
задача более сложная, чем такая фокусировка в 
средах изотропных. Адаптивной фокусировке с 
обращением времени в изотропных средах посвя­
щено много работ, в то время как нам не извест­
ны работы по временному обращ ению в анизот­
ропных средах.

В данной работе исследована адаптивная ф о ­
кусировка с обращением времени в анизотроп­
ных средах. Сначала приведем основы теории ме­
тода обращения времени в анизотропных средах. 
После этого будут представлены результаты чис­
ленного моделирования и их анализ.

П О С ТА Н О В К А  ЗА Д А Ч И

Рассмотрим полупространство, заполненное 
анизотропной средой, представляющей собой не­
пьезоэлектрическую кристаллическую структу­
ру 6 mm. Предположим также, что угол между 
кристаллографическими осями материала 6 mm и 
свободной поверхностью равен ср. Мы будем ис­
пользовать две декартовы системы координат: 
систему (х, у, z), в которой оси х и у  находятся на 
свободной поверхности, и систему (х',у\ z ), ориен­
тированную вдоль кристаллографических осей. 
Оси у  и У на свободной поверхности совпадают. 
Анизотропный материал 6 mm занимает полу­
пространство г > 0, а в полупространстве z <  0  на­
ходится вакуум. Здесь мы рассматриваем распро­
странение только двумерной волны (т.е., акусти­
ческое поле не связано с координатой у). 
Излучающий преобразователь располагается на 
свободной поверхности и имеет бесконечную  
длину вдоль оси у. Центр излучающего преобра­
зователя находится в начале систем координат 
(х, у, z) и (х\у', z ) . Схема задачи приведена на рис. 1.

АКУСТИ Ч ЕСКАЯ ВОЛНА  
В А Н И ЗО Т РО П Н О Й  СРЕДЕ

Матрица модуля упругости материала 6 mm, 
занимающего полупространство z  ^ 0, постоянна 
в декартовой системе координат (х , yr, z):
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Си с 12 с 13 0 0 9

С|2 С11 с 13 0 0 0

с 13 с  13 с 33 0 0 0

0 0 0 С44 0 0

0 0 0 0 с44 0

9 0 0 0 0 с66

где См = (си -  с12)/2. Среда характеризуется толь­
ко пятью постоянными упругости.

Воспользуемся декартовой системой коорди­
нат (х, у\ z). Необходимо преобразовать матрицу 
модуля упругости (1) к системе (х, у , z). Не можно  
записать как

с'ц с 12 с 1з 0 с’,5 О

с \2 с22 С23 0  С25 0 

с 13 с23 с33 0 С35 О

о о  о  4  о  4
С15 с25 с35 О с55 О 
О 0 0 с'46 0 c'm

где

с ’, 1  = Cn COS4Cp + C3 3 sin4(p + 2(с 13  4- 2 ^44) sin* 2 ФCOS2ф,
. 2 . 2 С12 = C12COS ф + С13 Sin ф,

1 4 . 4
С13 = ^13C0S ф 4" с 13sm ф 4-

4- (с ,з 4- С33- 4с44) 8т “фСО$2ф,

с-15 = [(c13 + 2c44- c 11)cos'(p + 

4- (с33 -  с 13 -  2с44)sin~ ] sincpcosq), с22 -  c li9

1 .  2 2 С2 3  = C12Sin ф + CnCOS ф,

4 5  = ( c 1 3 - c 1 2 )sin<pcos(p,

. . 4 4С3 3  = Cn Sin ф 4- C33COS ф 4-

4- 2 (с 13 4- 2 С4 4 ) 5Ш~фСО$~ф,

С3 5  =  [ ( c l 3  + 2c44- c u )s in 2<p +

+ (с 33- с 13 -  2c44)cos'(p] sin ф cos ф,

. 2 . 2 С4 4  = C4 4 COS ф + C^Sin Ф,

С 4 6  =  (с44- с 66)5 тф с о 8 ф ,

С5 5  =  С4 4 С0 8 2 2 ф + ( с и + С33- 2 с 13) 8 т 2фС082ф,

с'бб  =  С44 8 т 2ф  +  С66С 082 ф .

Тогда можно получить уравнение Кристоффеля

Q = Г;у -  р V2bjj = q ,q 2 = о, (3)

где

Q[ = c^cos‘9 + C66sin”9 + C46s in 2 9 -p V 2, (4)

£2, =
2 j 1 2 , 2  1 2 • t

C55COS 0 4- Casin'© 4- ci5sin20 -  P V" C15sin 0 4- C35COS"0 4- (c13 4- C55)sin0 COS0 

c 15sin20 4- c35cos“0 4- (c’I3 4- C55)sin0cos0 c33cos20 4- C55sin“0 4- c35sin20 -  p V2
(5)

Здесь 0 -  угол между радиус-вектором точки поля распространения квази-Р и квази-5 волн можно 
и осью z- Пусть £ = 0 -  ф. Тогда фазовые скорости записать в виде

а фазовая скорость чистой 5-волны составляет

V2s2 = (c 44cos2i; +  c66sin2£)/p . (7)

С помощью выражений (4)—(7) легко получить 
поверхности медленности, лучевые поверхности

и нормальные поверхности для квази-Р, квази-5 и 
чистой 5-волн. Можно видеть, что скорости рас­
пространения квази-Р, квази-5 и чистой 5-волн 
связаны с ориентацией радиус-вектора относи­
тельно кристаллографической оси.
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Рис. 1. Геометрия задачи.

Поле смещений в среде может быть получено 
с помощью уравнения Кристоффеля. Его можно 
записать в области волновых векторов к х в виде

где

с;,к \  +  с'55к I  +  2 c \ sk xk zi -  р со2 
А/ — ----1 ------------------------ *

с 'ъК  +  М  K i + (М  + c'ss)kxkzl
i  = 1,2, (9)

\
и *

ik . tzе e 'k : iZ 0

V, =  -« 0 0

и *> ik . , zахе а2е о  ,

д4/д 0 - д ,/ д
- д 3/д 0 д ,/ д XVZ

0з 1/Д5 0 < тгг >z = 0

( И )

где А = А,Д4 -  А2А3. Если на свободной поверхнос­
ти z = 0 в диапазоне [ - 1 /2 ,1 /2 ] возбуждается только 
компонента напряжений т~, т.е.

1/2
_ , Г ~‘кхх , 2  . к х1х.J л = е а х  -  — sin —

zz 'z в о J * 2
-//2

Тогда

( 12)

U x( x ,  z )  =  y n \ u x( k x, z ) e k-xd k x =

Г  1  * ^ x l  *  * * « 1 *  а  и

= S ^ A sm Y (&'-e  ~ А 'е )е  Л ”

со

U z( x ,  Z) = uz(kx, z ) e ‘k' '  d k x =

©О

- J

(13)

i  . k j  i k . \ Z  i k z 2 z \  i k x x  I I^ s i n y ( fllA2e - a 2 A {e  ) e  d k x.

и (/ = 1, 2, 3) -  волновые векторы квази-Р, ква- 
зи-S и чистой S-волн по оси г соответственно.

Соответствующие компоненты смещений в вол­
не сжатия:

Можно получить компоненты напряжений:

i k . \ Z

* * * > > о i K te  '

= 0 0 д5 ; v  J k-,z

,  т г г  > , Д 3 Д4 0 ; v  J k* z 1& ъ е

( Ю )

и РЛ х ,  z )  =  J i ^ 2  H k x X  +  k: l z )  Jf—т— sin— е  а к
п к хА  2 ХУ

о©

U pz ( x ,  z )  =  Jга1Д2 _ ; _ М  K k x x  +  k z l z )—;—-s in  — е ак...2

(14)

где Д, = с \ 5  + с '3 5  /с,,а, + М  ( & г 1  + M i ) ,  Д2  = с'1 5  к х  +

+ с35 К г а г  + М  ( ^ 2  + М 2 ), дз = с \з  К  + M  **1 « 1  + 
+ С3 5  (kz l  +  M i), д 4  = с \з  К  + С3 3  k z ia 2 + С3 5  ( k zl +  М 2 ), 
Д5  = с^/с-з + с'46к :1к х. Таким образом, из выраже­
ний (8 ) и ( 1 0 ) получаем

Интегралы в выражении (14) могут быть получе­
ны для дальней волновой зоны с помощью луче­
вого приближения:

l(a>r/V +п/4 )
U P( x ,  z )  = g x( r ,  Q ) e

ттР/ \ /  л \  * « o r / V  + к / 4 )IC /fU z )  = g ,(r ,9 )e
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где gx(r, 9) =

0 ) . /  =
d~kz i

dkl

и &(г> е)=я,& (г>  

, gx(r, 6) и g.(r, 0) -  множители, зави­

сящие от направления, по осям х  и а условие сед­
ловой точки определяется выражением

Таблица 1. Значения постоянных упругости и плотности 
материала. (Значения приведены в единицах 1010 Н/м2 
и кг/м3 соответственно.)

Материалы < Т 1

-------1
^ 1 2

—
с 1 3 с з з САА Р

Эпоксидное волокно 2.58 2.42 0.70 6.01 0.49 1900
Изотропный 6.01 5.03 5.03 6.01 0.49 1900

(16) Если г' = г, то легко получить следующее выра­
жение:

Выражения (15) и (16) показывают, что волна 
сжатия распространяется со скоростью, равной 
ее групповой скорости Vg9 а не фазовой скорости 
Vp. Регистрируемый сигнал несет информацию о 
групповой скорости [14].

ОБРАЩ ЕННОЕ ВО ВРЕМ ЕНИ ПОЛЕ

Предполагается, что антенна преобразовате­
лей имеет М  элементов. Акустическое поле, излу­
чаемое /2-ым элементом антенны (п = 1 ,2 , ..., М) 
можно записать во временной области в виде

U „ (rn, t )  = g(.rn) f ( t - x „ ) ,  (17)

где хп = rJVn -  время распространения от п-ого 
элемента до точки приема, a g(r„) -  множитель, 
зависящий от направления, по оси х или г. Сум­
марное поле, возбуждаемое всеми элементами 
преобразователя в точке приема составляет

м м
U ( r , t )  = ^ и п( г „ , 1 ) = 2 > ( г „ ) / ( г - т я). (18)

п  =  1  / 1 = 1

Акустические волны, возбуждаемые разными 
элементами антенны, приходят в точку приема в 
разное время. Они не могут складываться коге­
рентно и формируют уширенный импульс. Если 
сигналы от каждого элемента обратить во време­
ни, то

Un( r „ , T - t )  = g ( r a) f ( T - t - x „ ) ,  (19)

где Т -  длительный промежуток времени. Этот 
обращенный сигнал нормируется на 1 и передает­
ся на тот же самый элемент антенны:

f l \ t )  = i ^ / ( r - f - T e). (20)

Таким образом, суммарное поле представляет со­
бой

м ( .
UTR( r ' , t ) =  X S r r i g ( r „ ) f ( T - t  +  x'e - x H). (21)

п  =  1
|g ( r j |

UT\ г, г) = |* (Гя)| f ( T - t ) .

Это показывает, что волны, излучаемые разны­
ми элементами антенны, приходят на приемник 
синхронно и складываются когерентно. Акусти­
ческое поле фокусируется заново в заданной точ­
ке.

ЧИСЛЕННОЕ М ОДЕЛИРОВАНИЕ

В этом разделе приводятся результаты чис­
ленного моделирования. В качестве анизотроп­
ной среды выбрано однонаправленное эпоксид­
ное стекловолокно [15]. Этот материал характе­
ризуется анизотропией 6 mm. Постоянные 
упругости и плотность этого материала приведе­
ны в табл. 1. Для сравнения даны соответствую­
щие величины для аналогичного изотропного 
материала. При численном моделировании регис­
трируемые сигналы представляют собой компо­
ненты смещения по оси z  для квази-Р волны. Из­
лучаемый импульс представляет собой гармони­
ческую посылку из 10 периодов [7, 8]. Частота 
составляет 1 МГц.

Поверхности медленности, лучевые и нор­
мальные поверхности для квази-Р, квази-5 и чис­
тых 5-волн в этом материале показаны на рис. 2. 
Особенный интерес представляет рис. 26, по­
скольку он содержит информацию о групповой 
скорости. М ожно видеть, что групповая скорость
достигает максимума, равного J c ^ / p , в направ­
лении ^ = 0 (т.е. 0  = ф), и минимума, равного
J c u/ p , в направлении <; = 90° (т.е. 0 = 90е + ф).

Предположим, что антенна из преобразовате­
лей расположена в области [-0 , 5; 0, 5], т.е. длина 
антенны равна L = 0.1 м, а сама антенна состоит из 
64 элементов. На первой стадии обращения вре­
мени 64 элемента антенны излучают гармоничес­
кие волновые посылки. На рис. За показаны ком­
поненты смещения Upz для квази-Р волны, регис­
трируемые в точке R (х = 0, z = 0-4 м) в случае, 
когда ф и 0 равны нулю. Видно, что квази-Р вол­
ны, излученные разными элементами, приходят в
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(в)

0 О

Рис. 2. Поверхности медленности (а), лучевые поверхности (б) и нормальные поверхности (в) для квази-Р, квази-5 и 
чистых 5-волн в однонаправленном эпоксидном стекловолокне.
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Время, мс

0.09
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Рис. 3. Компонента смещения U- в точке (0. 0.4). (а) -  
зарегистрированные сигналы от 64 излучающих эле­
ментов, (б) -  сигналы в случае, когда обращенные во 
времени сигналы были переизлучены 64 элементами, 
(в) -  сигналы в случае, когда все 64 элемента излуча­
ют одновременно до и после обращения времени 
(ОВ).

точку R в разное время. На второй стадии обра­
щения указанные сигналы обращаются и переиз- 
лучаются каждым элементом. Компоненты сме­
щения по оси z , регистрируемые в той ж е точке R , 
показаны на рис. 36. Ясно видно, что сигналы, из­
лученные разными элементами, приходят син- 
фазно. Они усиливают друг друга и фокусируют­
ся. После процедуры обращения времени сиг­
налы от разных элементов складываются 
когерентно. На рис. Зв приведены сигналы для 
случая, когда все элементы антенны излучают 
синхронно до и после процедуры обращения вре­
мени. М ожно сделать вывод, что когерентный 
максимум сигнала после обращения времени вы­
ражен более четко, т.е. получен положительный 
результат адаптивной фокусировки.

В качестве коэффициента усиления при фоку­
сировке удобно принять

G  = 201og М ах[Рг*(?)] 
М ах[Р (0 ] ’

где Мах[Р(0] и Мах[Рг/?(0] -  максимумы сигналов, 
зарегистрированных до и после обращения вре­
мени. Пусть gM-  максимум временного ряда в вы­
ражении (18), тогда коэффициент усиления при 
фокусировке может быть записан с помощью вы­
ражения (22) в форме

Таким образом, из рис. 3 легко получить, что ко­
эффициент усиления при фокусировке равен 
14.4 дБ.

Коэффициент усиления при фокусировке за­
висит от расстояния от фокуса до преобразовате­
ля. В целом, чем больше расстояние от фокуса до 
преобразователя, тем меньше коэффициент уси­
ления. Этот коэффициент зависит также от ори­
ентации точки фокуса. В табл. 2  приведены зна-
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Таблица 2. Значения коэффициента усиления при фокусировке в некоторых фокусных точках

(р = 0° (р = 90°

(-% >'о) (0.0.4) (0.02,0.4) (0.04, 0.4) (0, 0.4) (0.02, 0.4) (0.04,0.4)

Коэффициент усиления 
при фокусировке

14.4 дБ 13.4 дБ 12.4 дБ 11.0 дБ 10.4 дБ 10.8 дБ

чения коэффициента в некоторых точках анизот­
ропной среды.

Мы исследовали обращенное во времени акус­
тическое поле вблизи точки фокуса. Результаты 
приведены на рис. 4. Кривые / и 2 представляют 
собой распределение поля в случаях, когда фоку­
сировка происходит в точках (0; 0.4) и (0.04; 0.4) 
соответственно. На рис. 4а приведены также дан­
ные для фокусированного акустического поля в 
соответствующей изотропной среде (кривые 3 и
4 ).

Легко видеть, что эф ф ект фокусировки значи­
тельно больше в направлении д:, чем в направле­
нии z . Известно, что главный лепесток обращен­
ного во времени акустического поля вдоль про­
дольной оси в изотропной среде длиннее, чем 
вдоль поперечной оси. Этот результат справед­
лив и для анизотропной среды, однако, кроме то­
го, ширина главного лепестка вдоль поперечной 
оси (х) меньше, чем вдоль продольной оси (z). Это -  
следствие того, что скорость распространения за­
висит от направления распространения. Легко по­
лучить, что компонент смещения U. максимален в

направлении z. Это позволяет более эффективно 
фокусировать акустическое поле по оси х.

На рис. 4в, 4г представлены случаи, когда <р = 
= 90°. При этом групповая скорость по оси z  равна
J c u /р , что составляет величину меньшую, чем
по оси д:. Из рис. 4в, 4г видно, что ширина главно­
го лепестка фокусированного акустического по­
ля больше, чем в случае ф = 0. Таким образом, 
ширина главного лепестка фокусированного аку­
стического поля различна в различных направле­
ниях анизотропной среды. Она минимальна в на­
правлении, соответствующем максимальной 
групповой скорости, и максимальна в направле­
нии, соответствующем минимальной групповой 
скорости.

Кривые / и 2 на рис. 4  соответствуют точкам 
фокуса (0; 0.4) и (0.04; 0.4). Когда фокус находит­
ся не на оси z, ширина главного лепестка фокуси­
рованного поля по оси х  больше, чем в случае ф о ­
кусировки вдоль оси z (см. рис. 4а, 4в). Однако, 
ширина главного лепестка вдоль оси z  больше, 
чем при фокусировке вдоль оси z  при ф = 90° (см.

Рис. 4. Время обращенного акустического поля вдоль оси х  ((а) и (в)) и вдоль оси z  ((б) и (г)). Кривые У и 2 соответст­
вуют распределению поля для координат фокальных точек (0, 0.4) и (0.04, 0.4) соответственно. Кривые 3  и 4  анало­
гичны кривым У и 2 для изотропного случая. <р равно 0 для (а) и (б) и 90° для (в) и (г).
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Рис. 5. И зо л и н и и  ф о к у с и р о в а н н о г о  а к у с т и ч е с к о го  п оля .

рис. 4г), и меньше, чем при фокусировке вдоль 
оси z при ср = 0 (см. рис. 46).

Для того чтобы можно было лучше предста­
вить себе распределение акустического поля 
вблизи фокуса, на рис. 5 приведены изолинии ф о­
кусированного акустического поля. Рис. 5а, 56 со­
ответствуют случаю <р = 0, а рис. 5в, 5г -  случаю  
ф = 90°. На рис. 5а, 5 в фокус находится на оси г, а 
на рис. 5 6 ,5г -  вне ее. Замкнутые кривые на рис. 5 
соответствуют коэффициентам усиления при ф о­
кусировке, равным - 1 , - 2 ,  -3 , -4 , -5 , - 6  дБ (считая 
от внутренней кривой к внешним). Легко видеть,

Усиленние фокусировки, дБ

Рис. 6. З а в и с и м о с т ь  у си л ен и я  ф о к у с и р о в к и  о т  ч и сл а  
э л е м е н т о в  ан тен н ы .

что изолинии концентрируются при ф = 0, т.е. ши­
рина фокусировки минимальна, когда ф = 0 (на­
правление, соответствующее максимальной груп­
повой скорости). Это согласуется с результатами, 
представленными на рис. 4. Заметим, что разница 
в размахе распределения изолиний между осями х 
и у более значительна. Размах распределения изо­
линий по оси г более чем в 20 раз превышает раз­
мах по оси х. Это видно также и из рис. 4. Из 
рис. 56, 5г можно видеть, что изолинии не симме­
тричны по отнош ению к осям х  и у  в случае, когда 
фокус находится не на оси z . Одной из причин это­
го является то, что радиус-вектор от преобразо­
вателя в точку фокуса не перпендикулярен антен­
не из преобразователей. Аналогичный результат 
может быть получен и для изотропной среды.

На рис. 6  изображена зависимость коэффици­
ента усиления при фокусировке от количества 
элементов в антенне. Заметим, что этот коэф ф и­
циент увеличивается с ростом количества эле­
ментов, когда их количество меньше 40. Если 
имеется более 40 элементов, то с ростом их коли­
чества коэффициент усиления при фокусировке 
стремится к некоторому постоянному значению. 
Таким образом, при увеличении количества эле­
ментов в антенне преобразователей мож ет про­
явиться эф ф ект насыщения коэффициента уси­
ления при фокусировке, поскольку излучаемый 
импульс имеет конечную ширину. Это явление 
должно проявляться в изотропной среде [8].
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ВЫ ВОДЫ

В качестве анизотропной среды 6 mm выбрано 
эпоксидное стекловолокно. В данной статье впер­
вые теоретически исследован метод обращения 
времени в этом материале. Подробно проанали­
зирована связь обращ енного во времени акусти­
ческого поля с параметрами анизотропной среды. 
Обнаружено, что ширина главного лепестка ф о­
кусированного акустического поля минимальна в 
направлении, соответствующем максимальной 
групповой скорости, и максимальна в направле­
нии, соответствующем минимальной групповой 
скорости.

Рассмотрение метода обращения времени в 
данной статье весьма элементарно. В этой облас­
ти ещ е много предстоит сделать. Адаптивная ф о­
кусировка с обращением времени в анизотроп­
ных средах очень сложна и представляет боль­
шой интерес. Данная статья закладывает основы 
для дальнейшего изучения обращения времени в 
анизотропных средах.

Работа выполнена при поддержке Националь­
ного фонда естественных наук Китая, проект №  10134020.
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Time Reversal Self-Adaptive Focusing in Anisotropic Elastic Solid Medium
Bixing Zhang, Chenghao Wang, and Minghui Lu

In this paper, the time reversal method in an anisotropic elastic solid is theoretically studied for the first time. 
The transversely isotropic anisotropic medium (6 mm) is modeled as the anisotropic elastic solid. A unidirec­
tional glass-reinforced epoxy-fiber is chosen as the material of the 6-mm anisotropic medium. The time reversal 
acoustic field is numerically investigated by the ray approximation method. The focused acoustic field has dif­
ferent characteristics in different directions. The focused field is also symmetrical about the principal axes. It 
is found that the width of the principal lobe of the focused acoustic field reaches the minimum in the maximum 
group velocity direction and reaches the maximum in the minimum group velocity direction. The relation of the 
time reversal acoustic field to the parameters of the anisotropic medium is also studied in detail.
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