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Исследовано поле точечного гармонического источника нормальной силы в пластине с резонато­
рами. Точка приложения силы окружена кольцом одинаковых близко расположенных друг от друга 
монопольно-дипольных резонаторов, реагирующих не только на смещение, но и на наклон пласти­
ны. Определены параметры резонаторов, обеспечивающих вне кольца полное поглощение расхо­
дящейся изгибной цилиндрической волны от точечного источника нормальной силы в пластине.

В работе [ 1 ] был исследован простейший резо­
натор для изгибных волн в стержне, реагирую­
щий не только на смещение, но и на наклон (про­
изводную смещения) оси этого стержня. Он пред­
ставляет собой конструкцию из двух пружин с 
грузами, присоединенных общим жестким (неиз- 
гибающимся) стерженьком к  стержню, по кото­
рому бежит изгибная волна. Одна из этих пружин 
с грузом расположена перпендикулярно стержню 
и является монопольным резонатором, реагиру­
ющим на смещение стержня, другая пружина с 
грузом расположена параллельно стержню и яв­
ляется дипольным резонатором, реагирующим на 
наклон стержня. Под действием падающей изгиб­
ной волны монопольный и дипольный резонато­
ры колеблются и через жесткий соединительный 
стерженек создают на стержне точечную нор­
мальную силу и точечный изгибающий момент. 
Рассеянное поле в стержне равно сумме моно­
польного и дипольного полей, порождаемых эти­
ми точечными источниками. Показано, что при 
равенстве диссипативных потерь и потерь вслед­
ствие излучения одиночный резонатор монополь­
но-дипольного типа полностью поглощает пада­
ющую изгибную волну резонансной частоты в уп­
ругом стержне. Отметим, что одиночный 
монопольный резонатор с оптимальным трением 
поглощает не более половины энергии падающей 
изгибной волны. Теоретическое и эксперимен­
тальное исследование виброизоляции изгибных 
волн, создаваемой монопольными резонансными 
системами, выполнено в работах [2-8].

На практике актуальна проблема поглощения 
изгибных волн от точечного источника нормаль­
ной силы в пластине. Ее можно решить при помо­
щи системы монопольно-дипольных резонато­

ров, присоединенных к  пластине. Окружим точку 
приложения силы на пластине кольцом одинако­
вых близко расположенных друг от друга моно­
польно-дипольных резонаторов, горизонтальные 
пружины этих резонаторов расположим по ради­
усу кольца. М ожно ожидать, что при определен­
ном трении монопольно-дипольные резонаторы 
полностью поглотят расходящуюся цилиндричес­
кую  изгибную волну резонансной частоты от то­
чечного источника нормальной силы в пластине.

Пусть безграничная тонкая пластина лежит в 
плоскости ху и к  ней в точке (0,0) приложена гар­
моническая нормальная сила /(г )  = / Оехр(-/сог). 
В пластине без резонаторов этот точечный ис­
точник создает изгибные волны со смещением

w0( M )  =  - Ц ^ { К 01\ к г ) - Н (01\1 к г ) } е х р ( - Ш ) ,в )  
8 kTD

-  волновое число изгибной волны,

н{}1) (кг) -  функция Ханкеля первого рода, г =
= J x 2 + у 2, р и D  -  соответственно поверхностная 
плотность и изгибная жесткость пластины. В 
формуле (1) первое и второе слагаемые являются 
соответственно распространяющейся и нераспро- 
страняющейся (затухающей) цилиндрическими 
волнами. К  пластине на окружности г = г0 присо­
единим одинаковые близко расположенные друг 
от друга монопольно-дипольные резонаторы. 
“ Размажем”  эти резонаторы по окружности и бу­
дем характеризовать кольцевую резонансную си­
стему параметрами, отнесенными к  единице дли­
ны этой окружности. На рисунке дано сечение
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пластины с резонаторами плоскостью, проходя­
щей через вертикальную ось г, на нем изображе­
но: I  -  вертикальная пружина с погонным коэф­
фициентом упругости K j ( l  -  / E j ) ,  2 -  горизонталь­
ная пружина с погонным коэффициентом 
упругости к 2(1 -  /е2), E j и  е 2 -  погонные коэффи­
циенты диссипации, т 1 и т 2 -  погонные массы 
монопольного и дипольного резонаторов, 3 -  же­
сткий соединительный стерженек длины Я, 4 -  
пластина. Под действием гармонических цилинд­
рических волн (1) резонаторы колеблются и со­
здают на пластине погонную нормальную силу 
F(t) и погонный изгибающий момент М(г). Урав­
нение движения пластины, соединенной с резона­
торами, можно написать в виде

-Ч-
р—t  +  OA2w =  F ( t ) S ( r - r 0) - M ( t ) b ' { r - r 0), (2) 

Эг
где Д  -  оператор Лапласа, 8(г -  г0) и 5'(г -  г0) -  
дельта-функция и ее производная.

Обозначим через ^ ( г )  смещение груза т 1 по 
оси г от положения равновесия и через ^2(/) сме­
щение груза т 2 по радиусу от положения равнове­
сия. Уравнения движения резонаторов имеют вид

= -F ( t ) ,  m2t,2( t)  =  (3)

где силы F (t) и g(t) определяются по формулам 

F (t)  = К ,( - /6 1) [^ 1(Г) -  w (r0, / ) ] ,  (4)

g(t) =  K 2( l  - / £ , ) Ш  + Н
/ЭиЛ
\ d r ) r= . =  - M (t)/H , (5)

и'(г, t) -  полное поле в пластине, равное сумме па­
дающего и рассеянного полей.

При гармоническом падающем поле (1) нор­
мальную силу и изгибающий момент можно пред­
ставить в виде F (t) = F0exp(-/co/), M (t) = 
= М0ехр(-/'соО> где F0 n M 0 -  соответственно ком­
плексные амплитуды силы и момента. Согласно 
уравнению (2) рассеянное поле в пластине равно 
сумме монопольного (vv,) и дипольного (w2) по­
лей, определяемых по формулам

w ,(r, 0  =  l7lr-,f " { H (uy)(k r())J0(k r) -
4 k~D (6)

-  Яо \ i k r 0)J0( ik r )  }ехр(-/со/), г  < г0.

wx{ r , t )  = ' ^ F ^ { J 0(k r0)H \l \ k r ) ~
4 k 'D  (7)

- J Q( ik rQ)H (0'\ ik r ) }e x p ( - i< o t) ,  r > r 0, 
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Монопольно-дипольный поглотитель изгибных волн 
от точечного источника нормальной силы в пластине.

w2{ r , t )  =
/ЛГаМ0 ^ 0  г гг(1>{Я , (k r0)J0(k r )4кГ> - (8)

-  iFf<1l \ i k r 0)J0(ik r)}e xp (-i(O t), г <  г0.

/ТГГА А/A t 1 Ч
" 2 (Г, t)  = - — ^ { J , ( k r 0)H  \ к г ) ~°rK,u ^

-/У,(/Лг0)Яо\/Ь-)}ехр(-/сог), r > r Q,

где J0(kr) и J[(kr) -  функции Бесселя. Полное поле 
в пластине равно w = w0 + wl + w2.

Амплитуды F0 и M0 подберем таким образом, 
чтобы удовлетворялись соотношения (4) и (5). 
Согласно уравнениям (3) смещения грузов будут

F,
$ i(0  = - ^ е х р Н с о г ) ,

со

Ы 0  =
м

(10)
0

tfttbCD->exp (-ico i).

Подставляя формулы (1), (7), (9) и (10) в соотно­
шения (4) и (5), получим уравнения для амплитуд 
силы и момента

(Y 10+YII)F0 + GM0 = i(Ow(rn), 

H 2G F0+ (Y 20+Y22)M q =  /соЯ2& ° (И )
г = Г,

где обозначено

Г.О = /

У20 = (

(От

1

____ ^ ___1
, К,(1 - / £ , ) ] ’(1 - (£ ,) .

(12)
со

_(от2 K2( l - / e 2)J’

У  и = -/соW|(r0, / )
F (t)

л cor, (13)
— , [7о(/сг0)Я0 ( * r0W o ( i * r 0) t f 0 ( ik r0)],

4 k 'D
г (0
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2 I (bw-,

(14)

^ ^ - [ J ^ H ^ k r o )  +  J x( ik r{)) H \ '\ ik r , ) ] ,

^  ..W 2 ( r 0f)G = -ю з———  
M (t)

(15)
rccor0
4kD

[J {(k r0)H ll \ k r 0) -  iJ j( ik r0)H q \ i k r 0)],

Yl0 и Y2o -  проводимости монопольного и диполь­
ного резонаторов, vv0(r) = w0(r, r)exp(+/co/) -  ком­
плексная амплитуда смещения в падающей волне.

Решения уравнений (11) имеют вид

(У20+ Y n )Wo(ro) “  С Я  J
F0 = /со j  т >

[ (Г Ш+ У П)(Г 20+ Г 22) - # '< Г ]

М 0 = /со#
, - O W * ]

1  ^ 2 .

[ ( К 1 0 + Уи ) ( У 2о + Г 22) - Я - С - ]

ряли уравнениям (11). Искомые проводимости 
равны

у  ю = -
гео

2к3 D H [l \ k r 0)
X

1 - г ^ 2О с ]я ^ ( Л г 0) - Я ^ ( ^ г 0) I -
(17)

^  11»

^20 =
/со#'

2 k D H i;\k r0)
х

х 1 + i - k 2DG Н \ '\ к г 0) -  iH \ l)( ik r0)
L со

(18)

“  2̂2»

где величины Ти , У2 2  и С определяются соответст­
венно по формулам (13), (14) и (15). Резонаторы с 
проводимостями (17) и (18) полностью поглоща­
ю т расходящуюся цилиндрическую волну часто­
ты  со.

Пусть радиус кольца велик по сравнению с 
длиной изгибной волны (kr0 >  1). Тогда формулы 
(17) и (18) упрощаются и принимают вид

.. со .. ,ч ,7 со# ' .. 
r ‘° ~ 4 k 3D ( l  Г ю ~ 4  к В 0

Рассеянные поля монопольного и дипольного ти­
пов получим по формулам (6), (7), (8) и (9) при 
подстановке в них F0 и М0.

Определим параметры резонаторов, обеспе­
чивающих вне кольца полное поглощение расхо­
дящейся цилиндрической волны от точечного ис­
точника f { t )  = / 0ехр(-/соО- С этой целью найдем 
амплитуды силы и момента, обеспечивающих вы­
полнение требований:

-  вне кольца (г > г0) в полном поле и/ = w0 + w{ + 
+ w2 отсутствует расходящаяся однородная ци­
линдрическая волна,

-  внутри кольца (г  < г0) в рассеянном поле vv, + 
+ vv2 отсутствуют однородные (незатухающие) 
цилиндрические волны.

Из соотношений, выражающих эти требова­
ния, при учете формул (1), (6), (7), (8) и (9) полу­
чим выражения

/Ч, =  “ к / Х ' \ к г 0), M Q = - L f oH\ " ( k r 0). (16)

Подберем проводимости Т10 и К20 резонаторов та­
ким образом, чтобы выражения (16) удовлетво-

Разделяя вещественную и мнимую части в этих 
приближенных формулах, получим выражения

к , 1 со со л£j — ---—, -------------- 1---- -— — 0,
4кГ D  Ki 4k*D

_  к 2#  1  со со#'
С2 4 k D 4 со т 2 к 2 4 kD '

Они означают, что в монопольном и дипольном 
резонаторах диссипативные потери равны поте­
рям вследствие излучения и собственные частоты 
этих резонаторов совпадают. Кольцо таких моно­
польно-дипольных резонаторов полностью по­
глощает расходящуюся гармоническую цилинд­
рическую волну в тонкой пластине. Два кольца 
резонаторов, симметрично присоединенных к 
пластине сверху и снизу, полностью поглощают 
расходящуюся изгибную волну от точечного ис­
точника нормальной силы и в достаточно толстой 
пластине, так как из-за симметрии в ней не воз­
буждаются рассеянные продольные волны.
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A b s o r p t io n  o f  B e n d in g  W a v e s  in  a  P la te  D r iv e n  b y  a  N o r m a l F o rc e  S o u rc e
E n c ir c le d  w i t h  M o n o p o le - D ip o le  R e s o n a to rs

A. D. Lapin

The field produced by a harmonic point source of normal force in a plate with resonators is studied. The origin 
of the force is encircled with a ring of closely spaced identical monopole-dipole resonators responsive to both 
displacement and tilt of the plate. For these resonators, the parameters are determined that ensure complete ab­
sorption of the divergent cylindrical bending wave generated in the plate by the point source of normal force.
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