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Работа посвящ ена развитию лучевой теории дифракции применительно к произвольным (невыпук­
лым) гладким препятствиям в скалярном случае. Рассматривается трехмерная задача. Излагается 
асимптотический метод оценки дифракционных интегралов, основанный на методе многомерной 
стационарной ф азы . Дифракционные интегралы получены на основе обобщения физической тео­
рии дифракции Кирхгофа. П олучены явные формулы для давления в отраженной волне в случаях 
ее однократного и двукратного отражений.

Точное исследование рассеяния высокочас­
тотных волн на поверхностях в сплошных средах 
сталкивается с существенными трудностями, если 
длина волны много меньше среднего размера 
препятствия [1]. Численные методы, такие как 
метод конечных элементов, метод граничных 
элементов, требуют в этом случае большого ко­
личества узлов на сетке. Это приводит к неустой­
чивости счета.

Для преодоления этой трудности были разви­
ты различные асимптотические подходы, такие 
как геометрическая теория дифракционных лу­
чей Келлера, теория Кирхгофа, ползущие волны 
и другие. Аналитические методы для рассматри­
ваемого класса задач достаточно подробно изло­
жены в монографиях [2-5].

Основное ограничение лучевых методов связа­
но с тем, что они развиты в основном для выпук­
лых препятствий, поскольку только для таких объ­
ектов легко разделяются зоны “света” и “тени”.

Из недавних работ отметим [6], в которой при­
меняется метод, основанный на аналитическом 
продолжении рассеянного поля, истоки которого 
восходят к работам Рэлея.

Дифракционная задача существенно усложня­
ется, если граничная поверхность рассеивателя 
допускает переотражения волн. В принципе мно­
гократные переотражения могут быть исследова­
ны в рамках лучевых переотражений, например, 
на основе геометрической теории дифракции 
(ГТД) Келлера. Однако нам неизвестны работы, 
в которых формулы для многократных переот­
ражений были бы получены в явном виде. Изве­
стны лишь частные двумерные задачи [7], в ко­
торых для отражателей канонической формы 
выписаны результаты для случая двукратных 
переотражений.

Развиваемый в настоящей работе альтерна­
тивный метод, основанный на исследовании крат­
ных дифракционных интегралов Кирхгофа мето­
дом многомерной стационарной фазы, позволяет 
выписать в едином явном виде амплитуду переот- 
раженного волнового поля при произвольном 
числе переотражений от поверхности одного или 
нескольких рассеивателей [8]. Данная работа по­
священа детальному исследоваанию частного 
случая двукратных отражений, который в данном 
методе является основой изучения задачи произ­
вольного числа переотражений.

Остановимся вначале на изложении метода на­
хождения давления в отраженной волне в случае 
ее однократного отражения.

Пусть из точки х0 акустической среды на по­
верхность S препятствия падает сферическая вы­
сокочастотная монохроматическая волна. Одним 
из основных информативных параметров рассе­
янного поля является давление в отраженной вол­
не в точке . При этом, как известно, давление в 
отраженной волне определяется направлением 
падения волны и малой окрестностью точки зер­
кального отражения у* е S. Поэтому с ростом ча­
стоты давление в отраженной волне может быть 
получено в рамках лучевых представлений на ос­
нове метода стационарной фазы. Такой подход 
применен в плоской задаче [9, 10].

Если любой луч вида х0 -  у  -  х  отражается от 
поверхности S (у е  S) только один раз (рис. 1), тог­
да, согласно физической теории дифракции 
Кирхгофа, давление р(х) в отраженной волне оп­
ределяется следующим интегралом [11]:

р{х) = Э л„ ( 1)
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если граница S  препятствия является акустически 
твердой др/дп\8 = 0. Здесь p inc(y) -  значение давле­
ния в падающей волне на границе 5, Ф -  потенци­
ал фундаментального решения (функция Грина), 
ns -  внешняя нормаль к поверхности 5 в точке у, 
к -  волновое число.

р'“{у) = |*о-:И 1ехр(/*|х0 —у|).
ф = (47t) 1 |jc — уГ1 exp(zA-|.v — >i).

При к оо

ЭФ /л ч-1, .-I wт—  = ikco$y(4n) \ х - у \  х 
оп„

х е х р ( 1'Л|д:-у | ) [ 1  + 0 (к  ')],

где у -  угол между нормалью пу и направлением 
падения луча х0 -  у, \х0 -  у\ и \х -  у| -  расстояния 
между точками пространства х0 и у е  S, х и у соот­
ветственно.

При падении луча из точки х0 на поверхности S 
имеется точка у* пересечения ее с лучом, нор­
маль к поверхности в которой совместно с лу­
чом падения определяют плоскость, в которой 
лежит и отраженный луч. Обозначим \х0 -у * | = Lq, 
\х -  у*| = L. Таким образом, из (1)-(3) может быть 
получено следующее основное представление 
(после вынесения неосциллирующих функций за 
знак интеграла):

р М  = 11етр(Л<р№
5

*о -  у| + 1* -  .И •
Лучевое представление можно получить из (4), 

используя метод стационарной фазы [12]. При 
оценке интеграла (4) необходимо учитывать точ­
ки у из малой окрестности точки у*. Отнесем ма­
лую окрестность точки у* е  5  к правой декарто­
вой системе координат, определяемой норма­
лью и линиями кривизны поверхности в точке 
у* е S. Тогда произвольная точка у е 5  из окре­
стности точки у* будет иметь координаты y[As,,
Av2, -0.5(*!(Д5,)2 + &2(Д$2)2)], где Дs {9 As2 -  прира­

щения дуг вдоль линий кривизны, кх = R \{ и к2 =

-  /?2* -  главные кривизны, a и R2 -  главные ра­
диусы кривизны поверхности 5  в точке у* е  5, 
&,(Д$,)2 + ^(ДУг)2 “  вторая квадратичная форма 
поверхности в точке у* поверхности 5, отнесен­
ной к линиям кривизны.

Применим к треугольникам хау*у и ху*у (рис. 1) 
теорему косинусов:

х0->’|2 = L-1 + | As|2 -  2L0| As| cos Z x 0y*y, 

\.x -y \2 = L2 + |As|2-2L|As|cosZx>’*y.

*o

Р и с. 1. Однократное отражение высокочастотной 
акустической волны от гладкого препятствия.

Из скалярных произведений векторов (cosа, 
cosp, cosy} -  орт вектора у*х0, As = ( Д Д $ 2,
-0 .5 Ш А 5 { )2 + k2(As2)2]} и {-cosa , -cosp, cosy} -  
орт вектора, у*л\ As соответственно следует

|As| cos Z*0y*y = A-Sjcosa + A52cos(3 +

+ 0 .5(k](A s])2 + &2(Д$2)2)со$у,

|As|cosZ*y*y = -A s ,c o s a -A s 2cosp +

+ 0.5(/:1(Д51)2 + k2(A s2)2)c osy.

Если пренебречь величинами, малыми по срав­
нению с (Д^)2, AsjAs2, (As2)2, т0 из формулы (5) сле­
дуют представления

х 0- у \  = L0 -  A s jc o sa -  A52cos(i +

+ 0.5(Lo' sin2a  + Л, cosy)(A5,)2 -

-  Lq1 cosacosPA ^ Д$2 +

+ 0.5(Lq! sin“P + k2cosy)(A s2)2,

x - y \  = L + A s^ o sa  + As2cosp +

+ 0.5(L”' sin2a  + k ] cosy)(A s,)2 -
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Следовательно,

ф = L0 + L  + 0 .5dn (A s{) + d l2A sxAs2 +

+ Q.5d22(A s2)2,

d u = (Lo1 + L_1)sin2a  + 2A:1cosY;

d x2 = - ( L q + L  l)co sa co sp ,

d2 2 = (Lo1 +L", )sinfc(3 + 2/c2cosy.

Отсутствие первых степеней Asb As2 в фазе ф 
говорит о том, что точка у* прямого лучевого от­
ражения соответствует стационарному значению 
фазы ф. Таким образом, главный член асимпто­
тики интеграла (4) определяется коэффициента­

-I

ми при (A$i)2, Д^Дь, (Д*2)2 и может быть получен 
из выражения (4) применением метода двумерной 
стационарной фазы [12].

ехр<

р(х) = cosy-

k(L0 + L) + j ( 8 = + 2 ,]

L0LV|det(D2)|

где D2 -  гессиан симметричной структуры {dtj = d^\ 
i , j  = 1, 2), a 52 = signZ)2 -  разность между числом 
положительных и отрицательных собственных 
значений матрицы D2.

Окончательный результат, с учетом, что d n  = 
= d12, имеет вид:

ехр<

р (х )  =

к
k (L 0 + L) + ‘j (  82+ 2)

(L0 + L )2 + 2 L0L(L0 + L)(£2sin2a  + k l sin2(3)cos 1 у + 4 L ^l} К
(6)

Здесь К  = k Yk2 -  гауссова кривизна поверхности S 
в точке у*, {-cosa , -co s (3, -cosy} -  вектор, опреде­
ляющий направление падения луча х0 -  у* в вы­
бранной системе координат.

Для формулы (6) выделим два предельных слу­
чая. Если кх = к2 = 0, то из (6) следует известный 
результат для давления в отраженной от плоско­
сти волне: р(х) = -(А> + L)~lexp[ik(L0 + L)].

В случае обратного рассеяния в дальнем по­
ле (6) совпадает с представлением [11]: р(х) =

= 0.5/L~02 J R xR2exp i^2 kL 0 + ^52jJ  .

Формула (6) получена для случая, когда высо­
кочастотная волна падает на выпуклую поверх­
ность. Если волна падает на вогнутую поверх­
ность, то главные кривизны к{ и к2 берутся отри­
цательными.

Формула для давления в один раз отраженной 
волне (6) от акустически твердой поверхности 
приведена в монографии [13]. В ней она получена 
на основе геометрической теории дифракции 
(ГТД) Келлера. Это означает, что главный член 
асимптотики дифракционного интеграла совпа­
дает с расчетами давления в отраженной волне по 
ГТД. Вместе с тем, применение ГТД Келлера, ос­
нованной на использовании коэффициентов рас­
ходимости, уже в случае двукратного отражения 
волны является достаточно громоздким. Если ис­
следовать задачу о переотражении высокочас­
тотной волны от поверхности произвольного N 
числа раз, то, на наш взгляд, более удобно исхо­
дить из оценки 2N  кратного дифракционного ин­

теграла методом многомерной стационарной фа­
зы. Основой исследования общего случая произ­
вольного числа переотражений является задача о 
двукратном отражении, к рассмотрению которой 
и переходим.

Прямое использование приближения Кирхго­
фа в этом случае невозможно [4], так как оно не 
описывает многократно отраженных волн. Если 
в формулу Грина подставить в качестве ртс(у) зна­
чения геометрооптического первичного поля, то 
приближение Кирхгофа дает лишь однократно 
отраженную волну. Двукратно отраженная волна 
получится лишь тогда, когда граничные значения 
p inc(y) включают в себя и первичное поле, и его 
однократное отражение. Для решения задачи о 
двукратном переотражении будем исходить из 
модификации приближения Кирхгофа [4]. Дву­
кратно отраженные волны будем находить инте­
грированием по окрестности S2 второй точки зер­
кального отражения у * , лучей, полученных при 
однократном отражении от окрестности S1 пер­
вой точки зеркального отражения y f  . Такая мо­
дификация означает, что при нахождении главно­
го члена асимптотики четырехкратного дифрак­
ционного интеграла мы будем находиться в 
рамках расчета амплитуды давления в двукратно 
отраженной волне по ГТД.

Рассмотрим повторное отражение луча х$ -  у  f  -  
-  у 2 -л'3, излучающегося из точки х0 и принимаю­

щегося в точке х3 (рис. 2). При этом точки у f  и у? 
могут принадлежать как одной поверхности, так
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и разным двум. Давление в точке приема р{хъ) да­
ется формулой

/К*з) = J J  2 p ( y 2 ) ^ d S 2 .

s2 2
Здесь р(у2) -  давление в падающей волне в точке 
у2 е S2 окрестности точки у* , которое определя­
ется после первого отражения на окрестности 5!
точки у * .

В то ж е время давление р(у2) само выражается 
подобной формулой:

Р ( У  2 )  =  ^ 2 p n \ y x ) ^ - d S x .

•s. '
Принимая во внимание, что

Р“"(У \) = ко -  У1 Г1 exp(^|jc0 -  )

х0

Рис. 2. Двукратное отражение высокочастотной аку­
стической волны от гладких препятствий.

определяет падающее поле, соответствующее то­
чечному источнику х0, можно выписать следую­
щее основное представление:

р ( ъ )  = -I
к \  cosY,cosy2

LoL\L"4
(7)

52 5,

(8)
Ф = l^o-Vil + b i - ^ l  + k - ^ l .

ko-vfl = А>> l>T-3’f| = у* - х з1 = l2.
Так же, как и в случае однократного отраже­

ния, в точках прямого зеркального отражения
у Г е Si и у  2 е  S2 окрестности этих точек отнесем
к правым декартовым системам координат, опре­
деляемым нормалями пх и п2 и линиями кривизны. 
Вдоль линий кривизны будем отсчитывать длины
дуг A s\l) и А52*; в окрестности S{ точки у* и As\.а) ( 2)

и Д$2 в  окрестности S2 точки у ? . Так же, как и 

ранее, для малых As \l), A s2] ( 1 = 1, 2)

а:0 — у 11 = L0-  A$(,l)cosa, -  AjV'cospj +О)

-1+ 0.5(L01sin 'a l + k \])cosyl)(As\l>) -(l)

-  L01 cos a , cos 3! A5 ’,11As2 1 +(1) A ..(D

+ ().5(L0lsin"P1 + A^'cosYjXA^1') ,(i) .(I)-

y 2- x  3| = L2 -  A.v(,2)cosa2 + As2z,cosp2 + 

+ 0.5 (L2l sin“a 2 + £(,2)cosy2)(A.s(,2)) -

( 2)

-  L21cosa2cosp2A5l1'JA52~> +(2) * „ ( 2)

+ 0.5(L2\sin'J32 + k 2 } cosy2)(As{2 }) .( 2) . ( 2 )

Найдем слагаемое \y{ -  y2\ = |^2У11 в фазе (8). Это 
расстояние рассмотрим в системе координат, свя­
занной с точкой у ? . В этой системе координат 
обозначим координаты точек у2(^2> Лг> y^Ci,

Ци Ci)> У* (С?, Л?, С?)- С учетом этого век то р y ^ i 
представим в виде:

У2 У1 = У2>'* +

>?2Jl = (Cl _ 2̂» Л1 "Л 2» Яг

У*У* = {$?, л?^?},= { Д5'°, А4°, -0.5(Aj')(Asi,>)2 + 4 °(Д 4 °)2)},
* = 1, 2.

Здесь матрица Л = (a,-,), i j  = 1 ,2 ,3 -  ортогональная 
матрица перехода от базиса декартовой системы
координат в точке у* к базису декартовой систе­
мы координат в точке у* .

Заметим, что повторный интеграл в форму­
ле (7) определяется только расстояниями |х0 -  уф  
l>*i -  Y2 1 , 1>2 -  *г\ и формами поверхностей S{ и 52 и 
не зависит от вращения их с сохранением взаим­
ного расположения Sj и точки х0, S2 и точки х3 во­
круг луча у* -  у2 . В связи с этим в случае дву­
кратного отражения луча х0 -  у* -  у2 -  х 3 при 
вращении поверхностей 5! и S2 с плоскостями, об­
разованными нормалью nh лучом х0 -  у f  и пъ  лу­

чом у 2 -х3, соответственно как твердое целое во­
круг луча у* -  у 2 давление р(х3) в точке х3 будет 
оставаться неизменным. В дальнейшем рассмот-
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рим давление р(хъ) при расположении луча х$ -  у*  -

- у *  “  * 3  в одной плоскости.
В этом случае элементы а[} ортогональной ма­

трицы имеют вид:

COS 3 2а и 

«21
= GTi cos (3

-cos а

-  cosa
Г со$а2'

[cosp 2^
•cos(y, + Y2 )

« 1 2

а22
= G-1

12 cosa 1
-c o s (V
cosa2

-  cosP,
cosa2

cosp2
cos(Yj + y2)

a l3

Я23

3̂1
< II

432.

- c o s a 2

-cos(32

cosa] 

cosfJ]

sin(Y, +Y2 )
sinY2

sin(Yi + Y2 ) 
sinY,

(333 = - cos(Yi +Y2)> G\i = sinYiSiny,.

С учетом свойств ортогональной матрицы, а так­
же соотношений

a l l ^ l  + а 2 \ Л \  + a 3lS l -

= L1(a1,cosa2 + «2 icosp2 + #3iC0SY2) =
= L ,cosa1,

y0 0 yO
a 12Sl + а 2 2 Г \ \ +  a 32^1 ~

=  L ] ( a 12c o s a 2 +  a 22COs|32 +  an cosy2) =

= ^ co sp ,,

у 0 0 0
a l3Sl +  ^23^1 + ^33Sl =

=  L , ( « 13C O S a 2 +  « 23C O S p 2 +  « 3 3 C O S Y 2 )  =

= -LjeosY]

слагаемое |y\ - y 2\ в фазе cp (8) приводится к виду

2

У\~Уг\ = L\ + X ( - l ) ' + l { A s <,')c o s a , +

i = 1 L

+ AS2 ]COS$i +bj(As\l]) +СДД520) }-

-  L ,1 cosa,cos р Д ^ Д ^ 0 + ^ т ,-уД ^ пД50) A J2)
j

j= 1

b2

c2

‘ J s i n 2a , ] f t f 0 ]

lk(2l).

—

in•
оII > +  < > cosy ,

1 s in 2 (3, J -

‘  , f c o s 2a 2' 

.  ' l c o s 2p 2 .

<k\2)' -

■ =  0 .5 > +  <
k ? \

> c o sy 2

mu

m 12

“ (^ 1 ^ 1 2 )
-1 cosp.

COS P 2

- c o s a 2

-  c o s a 1

c o s a ^

cosP: Q12

m2i 1 ,
- = - { Ц С ,  2)-’

m 22
c o s a

C O Sp2

- c o s a 2
+

+  COS P !
co$a2

C O Sp2
Q 12

6 1 2  = cosy ] cosy2.

Следовательно,

Ф  =  k o - Y i |  +  I Y 1 - Y 2 I + \ У 2 - Х ц \  =

= L0 + L, + L2 + Q.5dn (&s[1))2 + d u & s ^ A s ^  +

+ d n A s\'iAs\2) + + 0.5^22(Д4'У2> +

+ d22As{2l) As{2) + d24A s (21)A s(2 ) + 0.5 d ^ i A s ^ f  + 

+ ^34Д 42)Д 4 2) + 0.5 d ^ A s f  ) \

г д е

11

22

33

'44

(Lo + Ц ')
. 2 sin a i

sin"p,
+ 2-

I i fsin"a2
= ( ^  + Ц  ) e 2 !> + 2

l sin"p2

4 °

M2>'

4 2)

cosy,,

> cosy2,

d x 2 = - (L q1 + Lj’jco sa jco sp ,, (9)

d 34 = - (L j1 + L2[ )co sa 2cos$2

<*13 =  m ll> ^14 =  т \ Ъ  ^23 =  m 2b  ^24 =  m 22*

Отсутствие в фазе ф слагаемых с первыми сте­
пенями As''-' (i, j  = 1, 2) показывает, что точки

У* е  5,, у 2 € S2 прямого лучевого отражения со­
ответствуют стационарному значению фазы ф (8).
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Окончательный результат может быть полу­
чен из выражения (7) применением метода стаци­
онарной фазы [6]:

exp'j i k (L 0 + L, + L2) + ^(64 + 4)

p ( x  з) = B
L0L,L2,y|det(D;

, ( 10)

где В = cosyiCosy2, D4 = (d^), i j  = 1, 2, 3 ,4  -  гессиан 
симметричной структуры и его элементы dij4 i < j  
приведены в формуле (9). Здесь 54 = signD4 -  раз­
ность между числом положительных и отрица­
тельных собственных значений матрицы Z)4.

Полученные явные выражения (6), (10) пока­
зывают, что давление р(х) в отраженной волне 
определяется главными кривизнами, гауссовой 
кривизной поверхности в точках зеркального от­
ражения, расстояниями между точками зеркаль­
ного отражения, их удалением от источника волн 
и точки приема отраженной волны, а также на­
правлениями падающих волн.

Разработанный метод является асимптотичес­
ким. Формулы для расчета амплитуды один раз 
отраженной волны (6) и двукратно переотражен-
ной волны (10) справедливы при kd > l . k R ^  >  1, 

к к Т ] >  1, где d  -  характерный размер рассеивате­

ля, /?(/л), R^  {т = 1,2) -  главные радиусы кривиз­
ны поверхности в точках зеркального отражения

Изложенный метод открывает перспективы 
нахождения выражения в замкнутом виде луче­
вой амплитуды с произвольным числом переот- 
ражений для акустических и упругих волн.

Автор выражает благодарность профессору 
М.А. Сумбатяну и профессору Ю.А. Устинову за 
внимание к работе и полезное обсуждение ре­
зультатов исследования.
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Scattering of High-Frequency Waves by Surfaces in Continuous Media
with Allowance for Rereflections

N. V. Boev
Rostov State University. В оГ shay a Sadovaya ul. 105, Rostov-on-Don, 344006 Russia

e-mail: boyev@math.rsu.ru

Abstract—The study is devoted to the development of the ray theory of diffraction in application to arbitrary 
(nonconvex) smooth obstacles in the scalar case. A three-dimensional problem is considered. An asymptotic 
method of estimating the diffraction integrals is described. The method is based on the multidimensional sta­
tionary phase approach. The diffraction integrals are obtained on the basis of the generalization of the Kirchhoff 
physical theory of diffraction. Explicit expressions are derived for the pressure in the reflected wave in the cases 
of its single and double reflections.
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