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Р а с с м а т р и в а е т с я  п л о с к и й  а к у с т и ч е с к и й  с л о й ,  о г р а н и ч е н н ы й  у п р у г и м и  м е м б р а н а м и .  В ы в о д я т с я  д и с ­
п е р с и о н н ы е  с о о т н о ш е н и я  д л я  с и м м е т р и ч н ы х  и  а н т и с и м м е т р и ч н ы х  в о л н .  И з у ч а е т с я  п р е д е л ь н о е  п о ­

в е д е н и е  д и с п е р с и о н н ы х  к р и в ы х  п р и  с т р е м л е н и и  в о л н о в о г о  ч и с л а  к  н у л ю  и  б е с к о н е ч н о с т и .  С п о м о ­
щ ь ю  п о л у ч е н н ы х  а с и м п т о т и ч е с к и х  ф о р м у л  к о н с т р у и р у ю т с я  д в у х т о ч е ч н ы е  П а д е - а п п р о к с и м а ц и и .  
П р и в о д я т с я  с о о т н о ш е н и я  о р т о г о н а л ь н о с т и  д л я  с о б с т в е н н ы х  м о д .

Многочисленные работы, посвященные изу­
чению трансцендентных уравнений Рэлея-Лэмба 
для плоского упругого слоя (см., например, [1,2]), 
сформировали современную методологию дис­
персионного анализа в случае линейных волново­
дов. Она, в частности, предполагает рассмотре­
ние предельного поведения дисперсионных кри­
вых при различных соотношениях между 
волновым числом и круговой частотой. Соответ­
ствующие асимптотические зависимости дают 
важную исходную информацию при построении 
универсальных приближенных моделей в динами­
ке пластин и оболочек [3].

В публикуемой статье качественный подход, 
разработанный для уравнения Рэлея-Лэмба, раз­
вивается применительно к исследованию диспер­
сии волн в плоском акустическом слое, ограни­
ченном упругими мембранами. Волновод с такими 
свойствами представляет интерес для моделиро­
вания ряда инженерных и биологических гидро­
упругих систем с гибкими стенками. При этом сле­
дует отметить, что уравнения движения мембра­
ны являются низкочастотным асимптотическим 
приближением пространственных уравнений тео­
рии упругости для предварительно напряженного 
тела [4].

Ниже выводятся асимптотические формулы 
для корней полученного дисперсионного уравне­
ния в окрестности нулевой частоты и частот запи­
рания, а также при стремлении волнового числа к 
бесконечности. С их помощью определяются 
асимптотические законы распределения акусти­
ческого давления по толщине слоя. Помимо это­
го выписываются двухточечные Паде-аппрокси­
мации для дисперсионных кривых, переходящие в

пределе в традиционные длинноволновые и ко­
ротковолновые приближения. Эффективност] 
приближенных формул демонстрируется путем 
сравнения с численным решением исходного дис­
персионного уравнения. Дисперсионный анализ 
завершается выводом условий ортогональное 
для мод колебаний, которые в определенно! 
смысле аналогичны условиям ортогональное: 
для волн Лэмба в плоском упругом слое (см., на­
пример, [5]).

1. ДИСПЕРСИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ
Рассмотрим плоский акустический слой с гиб­

кими стенками -  мембранами, находящимися на 
расстоянии 2Н  друг от друга (рис. 1). Уравнения 
движения для мембран и акустической среды за­
пишем в виде

d"w
дх2

Щ ±-е- = о,
с р hс2 dt

Э2р д2р  l_dj> _ о- “ Г  ~ л . о “
дх ду Cq dt'

( U )

д 2 v  _  1 Эр

d t ' Р о д /

где х  и у -  продольная и поперечная координаты, 
t -  время, с -  скорость упругой волны в мембране, 
с0 -  скорость распространения звука в акустичес­
кой среде, h -  толщина мембран, р -  плотно* 
материала мембран, р0 -  плотность среды, w и v- 
смещение мембран и среды, р -  акустическое дав­
ление; знак плюс (минус) в первом уравнении со-
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ответствует верхней (нижней) мембране (см. рис. 1). 
Условие непротекания через мембраны выгля­
дит как

v \ y m ± H  =  W .  ( 1 . 2 )

Введем безразмерные переменные и неизвест­
ные по формулам

[£,£,*] = [х, у, c0t]/H,
2 (!-3)[W, V ] = H[w*, V*], р = СороР*.

При этом звездочка в дальнейшем будет опус­
каться.

В результате прямой подстановки соотноше­
ний (1.3) система уравнений (1.1) принимает без­
размерную форму

2Э ~w d2w ± к р  = О,

+ -  о
dq2 а с2 Эх2 ’

(1.4)

д2v  _ др
д ?  =

где к  = " Р о  Р = £
Ир ’ с0*

Рассмотрим распространение гармонической 
волны с безразмерными частотой со и волновым 
числом х • Будем искать решение в форме

[w ,v ,p] = [W, V (0, P (0 ]e x p [i(cot- xS)]. (1.5)

Тогда система уравнений (1.4) примет вид

У
н мембрана

0
акустическая среда д;

- н мембрана

Рис. 1. Г е о м е т р и я  з а д а ч и .

X

Рис. 2 . Д и с п е р с и о н н ы е  к р и в ы е  д л я  с и м м е т р и ч н о г о  
с л у ч а я .

В антисимметричном случае (амплитуда P(Q -  
нечетная функция) имеем

V(C) = c j} ^ w
(1.9)

W = ± к Р
г У - с о 2’

СГР •> 2^  + (®‘ - x V  = o.

= со2 IV.

( 1.6 )

Для симметричных мод колебаний (P(Q -  чет­
ная функция) решение краевой задачи (1.6), (1.2) 
задается формулами

Р(Г) =  V(i)  =  ( 1  7 )
^  pshp ’ shp ’

при а 2 = г2х2 -  со2, Р2 = х2 ~ со2, где со и % удовлетво- 
ряют дисперсионному уравнению

g 2p2ch(P) =
со2 Р

( 1.8)

при выполнении дисперсионного уравнения

a 2(32cth([3) _ 
со2 Р

( 1. 10)
На рис. 2, 3 представлены графики фундамен­
тальных мод и мод высших порядков для симмет­
ричного и антисимметричного случаев при е = 0.1 
и к =  1.

2. АСИМ ПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
Изучим предельное поведение дисперсионных 

кривых при стремлении волнового числа к нулю 
и к бесконечности. Производя обычным образом 
разложения по степеням % при % — ► 0 в уравнени­
ях (1.8) и (1.10), получим длинноволновую асимп­
тотику фундаментальной моды. Она имеет вид в 
симметричном случае

со = - L x2 + 0 ( x 4), (2.1)
J  К
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X

Р и с .  3 .  Д и с п е р с и о н н ы е  к р и в ы е  д л я  а н т и с и м м е т р и ч н о ­
г о  с л у ч а я .

в антисимметричном случае

<й = - ^ = Х  + 0(Х*)' (2-2)
а/ 1 + к

При стремлении волнового числа к бесконеч­
ности симметричная и антисимметричная фунда­
ментальные моды переходят в поверхностную 
волну, предельная скорость распространения ко­
торой совпадает со скоростью с волн в мембране. 
Заменяя единицей гиперболические тангенс и ко­
тангенс в уравнениях (1.8) и (1.10) и полагая а 2 ~ 
со, приходим к асимптотической формуле

С0 = --------- Д =  +  е х  +  о ( 1 \  ( Х > 1 ) .  ( 2 . 3 )

2л /1 -е

При х  = 0 дисперсионные уравнения (1.8) и 
(1.10) дают уравнения для частот запирания Ьп, п = 
= 1,2, ...

bntg{bn) = к; b „ ~ n ( n -  1), п >  1,
к  (2-4)

b„ctg(b„) = - к ;  b „ ~ - -  + nn, п >  1.

Соответствующие высокочастотные длинно­
волновые асимптотики имеют вид

со = Ьп + ^ х 2  + 0 (хл), (2.5)
® п

где

1 € К

0  +  , 2 21 Ьп + к  + к
( 2.6)

В отличие от фундаментальных мод фазовая 
скорость мод высших порядков стремится на бес­
конечности к  скорости с0 объемных волн в акус­
тической среде. Асимптотическое поведение 
этих мод при % — ► сю ищем в форме

со = x  + Y  + o f - l l - 
ЭС vx

(2.7)

Подстановка разложения (2.7) в дисперсион­
ные соотношения (1.8) и (1.10) дает уравнения 
для Сп |

j2 C „ lg j2 C n = - ± - - ,  Сп~ \ к 2( п - 1)2, п > 1 ,
1 - 8

К
п п

1 - е ' (2.8)

С„ = ^ ( 2 л - 1 ) 2, п >  1.

Метод двухточечных Паде-аппроксимаций 
(см., например, [6]) позволяет преобразовать по­
лученные асимптотики в дробно-рациональные 
формулы, обладающие заданным предельным 
поведением в нуле и на бесконечности. Они, на­
пример, могут быть представлены в виде: для 
симметричной фундаментальной моды

Т %2л/к
К £

СО =
l j \ ~ -

3 4
X + &Х

1 +Х‘
(2.9)

для антисимметричной фундаментальной моды

К £  2  3
X ------7 = х

со =
1 + X

(2 . 10)

для мод высших порядков

ь п + ^ Х 2 + Спх  + х 6
со =

1 + х
5

(2.11)

На рис. 4, 5 изображены графики точного ре­
шения для фундаментальных мод и их асимпто­
тик показывают, что качество Паде-аппроксима­
ций ухудшается с ростом номера моды п, что 
связано с возрастанием коэффициента Сп в фор­
муле (2.11) позволяющие оценить поведение кор­
ней дисперсионного уравнения в окрестности ча­
стот запирания (2.1, 2.2) и при больших значениях 
волнового числа (2.3), а также соответствующие 
Паде-аппроксимации (2.9, 2.10). Аналогичные 
графики для мод высших порядков на рис. 6, 7 
(при 8 = 0.1, к  = 1).
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X

со

Р и с .  4 .  С и м м е т р и ч н а я  ф у н д а м е н т а л ь н а я  м о д а  ( с п л о ш ­
н а я  л и н и я )  и  е е  а с и м п т о т и к и  ( п у н к т и р н ы е  л и н и и  -  
а с и м п т о т и к и  д л я  х  >  1 и  X  ^  U ш т р и х о в а я  л и н и я  -  
П а д е - а п п р о к с и м а ц и я ) .

Р и с .  5 .  А н т и с и м м е т р и ч н а я  ф у н д а м е н т а л ь н а я  м о д а  
( с п л о ш н а я  л и н и я )  и  е е  а с и м п т о т и к и  ( п у н к т и р н ы е  л и ­
н и и  -  а с и м п т о т и к и  д л я  х  1 и х  ^  1; ш т р и х о в а я  л и ­
н и я  -  П а д е - а п п р о к с и м а ц и я ) .

X X

Р и с .  6 .  А с и м п т о т и к и  д л я  с и м м е т р и ч н ы е  м о д ы  в ы с ­
ш и х  п о р я д к о в  ( с п л о ш н ы е  л и н и и ,  п =  1 , 2 )  и  и х  а с и м п ­
т о т и к и  ( п у н к т и р н ы е  л и н и и  -  а с и м п т о т и к и  д л я  х  ^  1 и 
X < 1; ш т р и х о в ы е  л и н и и  -  П а д е - а п п р о к с и м а ц и я ) .

Р и с .  7 .  А с и м п т о т и к и  д л я  а н т и с и м м е т р и ч н ы е  м о д ы  в ы с ­
ш и х  п о р я д к о в  ( с п л о ш н ы е  л и н и и ,  п =  1, 2 )  и  и х  а с и м п т о ­
т и к и  ( п у н к т и р н ы е  л и н и и  -  а с и м п т о т и к и  д л я  х  >  1 и  х  < 
<  I ;  ш т р и х о в ы е  л и н и и  -  П а д е - а п п р о к с и м а ц и я ) .

С помощью приведенных выше разложений 
можно получить асимптотические законы рас­
пределения акустического давления по толщине 
слоя. Для фундаментальной моды они принимают 
вид: в симметричном случае

Для симметричных мод высшего порядка имеем

Р (0  =
0i2w

b„s\n(b„)i cos (b „ Q -

( x «  1). (2. 12)
2An- \

2b. ctg(fcj + J-jco s(fe„0  + (2.14)

в антисимметричном случае

ЖО = eo2SW, ( x « l ) .  (2.13)
+ sin (fc„0C ( X «  О,
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П О  = < х > » .  (2.15)
j 2 C ns m ( j2 C n)

Аналогичные формулы для антисимметрич­
ных мод высших порядков принимают форму:

p{Q  =
со2 W

bncos(b

2А„-  1

- [ s in ( b „ 0  +

— (tg (* n )-^ -)s in (b nQ  +
2b

+ cos (b„№  W

(2.16)

. ( X « D .

P( 0  = -
2 .CO sin

J l C ncos(j2C„)
W, ( X > D -  (2.17)

3. СООТНОШЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ
Приведем уравнения (1.6) к задаче на собст­

венные значения

d2P

d ?

+ ХР = о. (3.1)

при

dP ±а(Х)Р = 0, (С = ±1), (3.2)

где

а(Х) = КО)'

- е 2Х + ш2(1 - е 2)

и введем спектральный параметр X = —{З2. Вслед­
ствие зависимости граничных условий от спект- 
рального параметра задача (3.1), (3.2) не относит­
ся к классу задач, описываемых классической те­
орией Штурма-Лиувилля [7]. Чтобы определить 
соотношение ортогональности в рассматривае­
мом случае, запишем уравнение (3.1) для собст­
венных функций Рп и Рт (п т) и соответствую­
щих им собственных значений Хп и Хт и вычтем из 
первого уравнения второе. В результате получим

[РпР'т- Р тР'п) + (Хп - Х т)РпРт = 0. (3.3)

Интегрируя (3.3) от -1 до 1 и учитывая, что

£ %  + С02(£2-  1) = КОУ Р,( 1) 
Р)( 1)

= -КО)2РД-1)
Р](-\У

(3.4)
(г = п, т).

приходим к  интегральной форме уравнения (3.3)

( К - К )
К О )

1
2Fnm + \ p n( O P m(Odi;

-1
п * т ,

= 0,
(3.5)

где

р пт = ^ ( 1 ) р :(1 )  + ^ ( - 1 ) ^ ( - 1 ) . (3.6)
Следовательно,

— 2Рпт+ \ Р Л ) Р М №  = 0, п * т .  (3.7)
КО)” J-1
Вычисляя теперь левую часть (3.7) для п = т, 

получим соотношение ортогональности для соб­
ственных функций задачи (3.1), (3.2)

К О )
2Fnm+ \ P n& )P m{ №  = § птВп, (3.8)

-I
где

^  = [я;,(1)]2 + [р ^ (-1 )Г ,

в п =
КО)

2  р п п  + \ р 2Л № ,

(3.9)

(3.10)
-1

а 5 ^ -  символ Кронекера.
В заключение отметим, что близкие условия 

ортогональности для акустических волноводов с 
гибкими стенками предлагались ранее в [8].

Работа выполнена при поддержке гранта 
Лондонского Королевского общества (Royal Soci­
ety, London). ]
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