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Изучена эволюция импульсного возмущения в нелинейной среде, свойства которой необратимо из­
меняются при прохождении волны. Получены уравнения, описывающие процесс распространения. 
Показано, что искажение формы сигнала и динамика его полевых и энергетических характеристик 
существенно отличаются от их поведения в обычных нелинейных средах. Выписаны новые нели­
нейные уравнения, описывающие импульс в среде с релаксацией ее нелинейных свойств. Введено 
конечное “время запаздывания” для необратимых процессов в определяющее уравнение. Рассчита­
на форма импульса, отраженного от границы между обычной и нелинейной наследственной среда­
ми. Показано, что при фиксированной связи между пиковым давлением в падающем импульсе и от­
ношением линейных импедансов двух сред происходит полное прохождение заднего фронта им­
пульса в уплотняемую среду. Обсуждены возможные приложения результатов к актуальным 
задачам строительства.

1. ВВЕДЕНИЕ
Методы нелинейной акустики используются в 

строительстве для диагностики материалов, кон­
струкций и сооружений с начала 80-х годов. Физи­
ческие основы этих методов [ 1 ] применительно к 
объектам промышленного и гражданского стро­
ительства описаны в работах [2-4]. К настоящему 
времени проведена диагностика десятков мостов, 
автодорожных эстакад, тепловых электростан­
ций, подземных сооружений и архитектурно-ис­
торических памятников в городах России и ближ­
него зарубежья.

Следует отметить, что сильная нелинейность, 
связанная с наличием структурных неоднородно­
стей среды и внутренних дефектов, в одних случа­
ях появлялась вследствие внезапного внешнего 
воздействия (как это было при диагностике зда­
ний в зоне Спитакского землетрясения) или в ре­
зультате естественного старения конструкции, 
что имело место при диагностике состояния клад­
ки фундаментов архитектурно-исторических па­
мятников. В других случаях, при лабораторных и 
стендовых испытаниях, аналогичная ситуация со­
здавалась целенаправленно путем силового на­
гружения моделей конструкции вплоть до крити­
ческих разрушающих напряжений.

Кроме того, нелинейные явления наблюда­
лись при технологическом контроле строитель­

но-монтажных работ, например при производст­
ве и монтаже различных типов свай и их динами­
ческих испытаниях.

Наиболее остро эта проблема возникла при 
строительстве эстакад московского третьего 
транспортного кольца, где большинство опор 
было представлено свайными ростверками из 
буронабивных свай. Такие сваи имели длину до 
40-50 метров и диаметр до 1.5 метров. С другой 
стороны, сваи индустриального изготовления (в 
отличие от буронабивных) имеют значительно 
меньшие размеры и требуют применения удар­
ной или вибрационной нагрузки для их установки.

Буронабивная свая изготавливается непосред­
ственно на строительной площадке путем выпол­
нения нескольких последовательных операций: 
бурение скважины, установка арматурного кар­
каса, бетонирование, контроль сплошности бе­
тонного ствола, динамические испытания силово­
го взаимодействия сваи и грунта.

При изготовлении сваи возможно появление 
разного рода дефектов, таких как частичное об­
рушение грунта в скважину, изменение ее геоме­
трических размеров, неоднородность бетона из- 
за временных разрывов между этапами бетони­
рования скважины. Поэтому испытания свай про­
водят с целью оценки их несущей способности; 
определяют как величины сжимающих напряже­
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ний на контакте нижнего торца сваи и грунта, так 
и качество сцепления бетонного ствола сваи с 
грунтом по боковой поверхности.

Учитывая относительно большой диаметр бу­
ронабивных свай и их длину, нецелесообразно 
проводить статическое нагружение испытывае­
мой сваи путем увеличения внешней силовой на­
грузки и измерения деформации до критического 
значения, так как это требует сооружения специ­
альной громоздкой конструкции, устройства ан­
керных свай и длительного времени испытания. 
Вместо этого для оценки несущей способности 
больших буронабивных свай за рубежом и в оте­
чественном строительстве широко используется 
метод динамических испытаний TNO [5, 6].

Существо метода TNO заключается в периоди­
ческом ударном нагружении верхнего (открыто­
го) торца сваи путем сбрасывания по направляю­
щей штанге груза, удар которого возбуждает в 
свае импульс давления (рис. 1).

Волна распространяется вниз, частично отра­
жается от границы нижний торец сваи-грунт, вы­
зывая необратимое смещение сваи как в резуль­
тате уплотнения грунта, так и вследствие стиму­
лированного ударом '‘проскальзывания" обжатой 
боковой поверхности. Регистрируя это смещение 
в зависимости от высоты падения груза, его мас­
сы и числа ударных нагружений, судят о несущей 
способности сваи по сжимающим напряжениям в 
зоне “торец-грунт”.

При динамических испытаниях методом TNO 
на верхнем торце и прилегающей боковой по­
верхности сваи устанавливаются датчики ускоре­
ния и деформации. Регистрируются параметры 
сигналов, отраженных от границы нижний то­
рец-грунт и от неоднородностей в объеме бетона. 
Математическая модель обработки результатов 
базируется на линейном волновом уравнении для 
распространения импульсов в свае. В численном 
алгоритме свая заменяется цепочкой дискретных 
вязкоупругих элементов; граница с грунтом так­
же моделируется сосредоточенным элементом, 
допускающим, однако, нелинейное упруго-плас­
тическое поведение.

Несмотря на широкое применение метода 
TNO, связанное с удобством для строителей, его 
недостатки представляются очевидными. Это от­
носится как к математической модели, описыва­
ющей волны в свае (уравнения должны быть не­
линейными), так и к нелинейной системе основа­
ние сваи-грунт (ее следует рассматривать как 
распределенную). Разумеется, формулировка но­
вых инженерно-строительных и компьютерных 
решений выходит за рамки настоящей статьи. Од­
нако, отталкиваясь от конкретной задачи, авторы 
рассматривают здесь более общие проблемы, ко­
торые могут иметь самостоятельное значение

как для нескольких прикладных задач, так и для 
физики нелинейных волн.

2. ИМПУЛЬСНЫЙ СИГНАЛ В СРЕДЕ 
С ГИСТЕРЕЗИСОМ

К настоящему времени основы теории распро­
странения нелинейных волн в средах с гистерези­
сом зависимости “напряжение-деформация" раз­
виты недостаточно, что связано с трудностями 
решения соответствующих задач. В равной мере 
это относится и к нелинейной акустике гистере­
зисных сред [7].

Поэтому необходимо развить теорию распро­
странения волн в средах с необратимыми дефор­
мациями, зависящими от предыстории процессов 
нагружения и разгрузки. Заметим, что проблема 
взаимодействия сваи и грунтового основания -  да­
леко не единственная, где требуется учитывать 
гистерезис. Похожие проблемы возникают в до­
рожном строительстве при виброударном уплот­
нении основания полотна перед укладкой ас­
фальтового покрытия, при диагностике мостов, 
имеющих длительный срок эксплуатации (что 
приводит к появлению большого количества де­
фектов и к прогибам пролетных строений). Есте­
ственно, решение '‘гистерезисных" задач охваты­
вает важные проблемы инженерной сейсмики и 
сейсмоакустики.
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Рве. 2.
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Рис. 3.

Модель гистерезисной среды, используемая 
ниже для описания нелинейного импульсного сиг­
нала, иллюстрирована рис. 2. В процессе роста 
давления плотность среды изменяется следую­
щим образом:

Здесь г  -  нелинейный параметр среды, р,, с { -  ис­
ходные значения плотности грунта и скорости 
звука в нем. При разгрузке приращения плотнос­
ти р’ и давления р  связаны линейной зависимос­
тью, но свойства среды изменены предыдущим 
процессом нагружения и определяются макси­
мальной приложенной нагрузкой р т [8]:

При р = рт формулы (1) и (2) дают совпадающие 
значения. Как следует из (2), при снятии нагрузки 
в среде возникает остаточная деформация p'res =

= ZPm/(c\ pi).
Будем считать, что физическая нелинейность 

среды, присутствующая в определяющих уравне­
ниях (1), (2), гораздо больше геометрической не­
линейности уравнений движения [9], которые при 
этом можно линеаризовать и свести к одному 
уравнению

эУ = 3V (3)
дх2 дГ

Пусть волна распространяется вдоль оси х, ко­
торая на рис. 1 совпадает с осью сваи. Считая не­
линейность слабой и пользуясь методом медлен­
но изменяющегося профиля [10], получим из (3), 
(1) уравнение для нарастающего участка волны 
давления:

^ > 0 .
э* с\Р\ Эх’ Эх

Аналогично для волны разгрузки имеем

дх Е  £ < » •С|р,

Решения этих уравнений имеют вид

Р' = Ф| Х + — Р х  I-
Clpi

д £
Эх > 0 ,

(4)

(5)

(6)

Здесь Ф,, Ф2 -  произвольные функции своих аргу­
ментов. Решения (6) и (7) следует “сшить” в точке 
xmU), в которой давление достигает максимально­
го значения р'(х, xm) = рт (X), а производная д р /Эх 
меняет знак.

Рассмотрим наиболее простую модель импуль­
са в виде симметричного одиночного возмущения 
треугольной формы (кривая, отвечающая х  = 0 на 
рис. 3). Конкретный вид функций Ф,, Ф2 опреде­
ляется по условию на границе х  = 0; для рассмат­
риваемого импульса решения (6) и (7) принимают 
соответственно вид

Р = х 1 р = ] х £Ро
р'о Т . epo-t’ р'о Г  С̂ р, Г

c ] p j

Приравнивая функции (8) в точке максимума, по­
лучим пару уравнений для двух неизвестных
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функций Хт(х) и р т (х ). Они сводятся к решаемому 
дифференциальному уравнению первого поряд­
ка, откуда с учетом граничных условий получаем

Рт(х)

Ро
12 = const, *«(*)т

Здесь и далее

(9) 

(Ю)

-  это характерная нелинейная длина или расстоя­
ние образования разрыва [10].

На рис. 3 г обозначает расстояние, нормиро­
ванное на длину (10) z = x/xs. Заметим, что резуль­
тат (9) справедлив в области расстояний 0 < х < х5, 
т.е. до того, как в профиле импульса образуется 
ударный фронт.

В области х > х? нужно воспользоваться урав­
нением движения фронта в сопровождающей сис­
теме координат, известным из теории слабых 
ударных волн (см., например, [11]):

1 - р 'Л х ) .  ( И )
dx  2 c |Pl

Теперь нужно положить во второй из формул (8) 
р = р„ (х), т = тт(х), продифференцировать полу­
ченное соотношение по х и воспользоваться урав­
нением (11) для исключения одной из перемен­
ных. Решая найденное уравнение с очевидными 
условиями сшивки с решениями (9) при х = xs, по­
лучим продолжение формул (9) на область х > х5:

Рис. 4.

Кривые S и SH иллюстрируют зависимость 
площади импульса

оо

S  ~ J р'(х, x)dx
— о о

от расстояния, пройденного в обычной и гистере­
зисной средах. Если в обычной среде количество 
движения сохраняется и S = const как до, так и по­
сле образования разрыва, то в гистерезисной сре­
де SH начинает убывать сразу, уже на сколь угод­
но малых расстояниях х.

Энергия импульса

Видно, что на больших расстояниях х > xs “пи­
ковое” давление на фронте ударной волны умень­
шается и стремится к нулю. Однако при этом 
фронт “останавливается”: он не может сдвинуть­
ся вперед более чем на xw(oo) = -0.5. В этом состо­
ит существенное отличие в поведении импульса в 
гистерезисной среде от обычного “нелинейного 
расплывания” [10, И], приводящего к неограни­
ченному росту длительности импульса при сохра­
няющейся площади (т.е. количестве движения). 
Как показано ниже (рис. 4), в поведении импульса 
есть много и других отличий от известных резуль­
татов для нелинейного импульса в среде с алгеб­
раическим уравнением состояния (без “наследст­
венных” свойств).

Все характеристики импульсного сигнала на 
рис.4 нормированы на свое максимальное значе­
ние при х = 0.

J р ’2(х, х)dx

в обычной среде сохраняется в области до образо­
вания разрыва, а затем убывает из-за нелинейно­
го затухания волны. В гистерезисной среде Ен на­
чинает убывать сразу, поскольку энергия расхо­
дуется на создание остаточных деформаций
(кривая p'res (х) на рис. 4), а после образования раз­
рыва -  еще и на диссипацию.

Скорость распространения заднего фронта 
волны равна

i + i >

Р о Q W
с {р

где Q = 1 при х < xs и Q = ехр(-(х -  xs)/2xs) при х > xs. 
Она превышает скорость звука си поскольку 
фронт бежит по среде, уже уплотненной волной 
нагрузки, и постоянна до появления разрыва (в 
области х < xs). На расстояниях х > х? скорость v, 
убывает, асимптотически приближаясь к скоро­
сти звука сх.
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Скорость переднего фронта vs совпадает с vr 
при х < хл., но после того, как образуется разрыв, 
его скорость уменьшается скачком и затем начи­
нает убывать по закону

1 + J - r r exP'
4 c,Pi

X -  x s\
2х s  / J

Поскольку v s < v„ задний фронт стремится до­
гнать передний, а импульс -  “схлопнуться”. Нор­
мированные приращения к скорости распростра­
нения переднего и заднего фронтов изображены 
штриховыми кривыми A v s и Avf на рис. 4.

3. СИГНАЛ В СРЕДЕ С РЕЛАКСИРУЮЩЕЙ
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

Как известно, грунт чувствителен к скорости 
деформации и обладает реологическими свойст­
вами [12]. Процессы перемещения и частичного 
разрушения зерен, образования микропотоков 
жидкости в порах происходят с некоторыми ха­
рактерными временами, отличающимися, вооб­
ще говоря, от длительности импульсного сигнала. 
В отличие от акустической релаксации Мандель­
штама-Леонтовича [10,13], здесь внутренние про­
цессы в среде являются не только запаздывающи­
ми, но и необратимыми; кроме того, они явно не­
линейны.

Релаксация может быть существенной как для 
нарастающего, так и для падающего давления. 
Однако ниже рассмотрена упрощенная модель, в 
которой релаксирующей считается лишь волна 
разгрузки. Таким образом, здесь производится 
уточнение результатов п. 2.

Пусть фронт имеет очень малую длитель­
ность, в пределах которой внутренние процессы 
“заморожены” и разгрузка идет по тому же пути 
(1) (кривая на рис. 2), что и нагружение среды. 
Напротив, очень медленная разгрузка идет по 
прямой (2) (тонкая линия на рис. 2). В промежу­
точной области скоростей деформирования мож­
но записать динамическое соотношение

сIt T.PfMt(P') + ^Psio w(P').dt TR
(13)

где TR -  характерное время релаксации. Здесь за­
висимость pfasl (р)  дается формулой (1), a p'low (р) -
формулой (2). Из (13) получается следующее оп­
ределяющее уравнение:

4с,р
—  J [ р \ х ,  Г) -  />;„(*)]2е х р р -^ -

m

Подставляя (14) в (3) и пользуясь методом мед­
ленно изменяющегося профиля, придем к интегро- 
дифференциальному эволюционному уравнению

др'  £ ,Э р'
дх с \ р хР

2cipi

X

Y Rl~x J  [p,U ,x ,)-/? ^ (x )]2exp
т - т

R

(15)
\dx\

Как известно [10], в случае экспоненциального 
ядра уравнения типа (15) сводятся к дифференци­
альным уравнениям следующего вида:

д_Гд£
Эт|_ дх

е  . / р '

<?\Р\ Эт

£

Ы

др' £ .Эр’
Эх c]PlP Эх]■

(16)

2с) р ! ^
f o l p ' - p M ]

Уравнение (16) отличается от известного эво­
люционного уравнения [10] для обычной релак­
сирующей среды своей правой частью, которая 
теперь нелинейна.

Для удобства записи последующих формул пе­
рейдем к безразмерным переменным

z =  А  е = 7  Р = к ,  (17)
1 Ро

где нелинейное расстояние х5 дается соотношени­
ем (10). Уравнение (16) в переменных (17) примет 
вид

1 \ д_Р_рдП+ Ч д Р _ р  {z)d_P]aeLaz aej Ыдг mU;aeJ (18)

В предельном случае малых времен релакса­
ции (T/TR >  1) (“сильное” проявление гистерези­
са) уравнение (18) упрощается

Ь £ _
2т  эе2

[ P - P m(z)]2.

В другом предельном случае больших времен 
релаксации (T/TR 1) общ ее уравнение (18) так­
ж е упрощается:

< ч

Теперь может быть произведен расчет формы 
импульса. Для этого необходимо решить уравне­
ние (18) (или его упрощенные версии (19), (20)) 
при произвольной функции Pm(z), а затем “сшить” 
в точке профиля Р = Pm(z), 0 = 0,„(z) полученное 
решение с решением уравнения (4), описывающе­
го передний фронт импульса, определив одновре-
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менно функции Рт(г), 6m(z) из условий сшивания. 
Эту процедуру для TR — ► 0 удалось проделать в
п. 2. Однако учет конечности времени релакса­
ции значительно ее усложняет.

Уравнения (18) и (19) имеют точное решение в 
виде линейной во времени функции

описывающей задний фронт импульсного сигна­
ла. Сшивая (21) с передним фронтом, заданным 
первой формулой (8): Р = 0/(1 -  г), определим па­
раметры

е я ( г )  =  1 ( 1 - г ) - у ( 1 - г ) 1п ^ 1 - |

(22)

Нелинейная трансформация сигнала в области 
до образования разрыва изображена на рис. 5 для 
отношения времени релаксации к длительности 
импульса TR/T  = 0.2. Сплошные кривые соответст­
вуют волновым профилям на расстояниях z = 0,
0.4, 0.8, 1. Для сравнения штриховыми кривыми 
показан задний фронт в отсутствие запаздывания 
('TR = 0). Видно, что запаздывание приводит к '‘за­
тягиванию” сигнала и некоторому увеличению 
его максимума. Соответственно, количество дви­
жения и энергия волны убывают медленнее.

4. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ИМПУЛЬСА
С ГРАНИЦЕЙ

Рассмотрим теперь отражение импульсного 
сигнала от границы раздела свая-грунт (рис. 1). 
Учитывая только физическую нелинейность 
грунта и приравнивая акустические давления и 
скорости в средах по обе стороны от границы х  = 0,
получим связь между давлениями в падающем р \  

и отраженном р_ импульсах
Рис. 6.

а ( р \  -  Р-) = (р ++ р '-)\ 1 -  4 ^ ( р ; + р - ) \  (23)
L С \р ,  -I

Схема вывода формулы (23) стандартна, однако 
при этом использовано нелинейное уравнение (1), 
справедливое для нарастающего фронта (Эp'/dt > 0). 
Здесь А = pjCj/poCo -  отношение линейных импе- 
дансов.

Полагая в формуле (23)

1 -А  
1 +А. Р+ + "П

1 + АР + ’

придем к параметрической связи между р\

П = _2е . _ (1 + А)т|[т) -  (1 -  А)] 
С*р, (Т) + 2Д)2

2е , (1 +А)2т|
с 1 р Л  (Л + 2 Д )2

Профиль отраженного импульса изображен 
на рис. 6 для значения А = 0.9. Форма падающего 
импульса, как и ранее, принималась треугольной 
во времени. Его передний фронт П+ = 2Пт0; П,„ =

2  ^
= (2г/с] Pi)рт , 0 < 0 < 0.5. Кривые на рис. 6 отве-

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 50 № 6 2004



842 РУДЕНКО, РО БС М А Н

чают различным значениям параметра Ю2П,п = 1, 
2, 4, 6, 8, 10, 12, указанным при соответствующих 
кривых. Для значений безразмерного времени 0 < 
< 0 < 0.5 импульс строился с помощью решения
(24). Для 0.5 < 0 < 1, в соответствии с уравнением 
состояния (2), разгрузка происходила по линейно­
му закону.

При малых значениях 102Пт профиль отра­
женного импульса повторяет форму падающего; 
поскольку Д = 0.9 < 1 (отражение происходит от 
менее “плотной” среды), его полярность измене­
на. С увеличением параметра 102П?7г происходит 
нелинейное искажение отраженного сигнала, 
связанное с уплотнением грунта. При значении 
этого параметра, равном 10, различие в импедан- 
сах двух сред компенсируется нелинейным уплот­
нением; граница становится полностью “прозрач­
ной” для заднего фронта. В области значений без­
размерного времени 0.5 < 0 < 1 отражение 
отсутствует (см. рис. 6). При еще больших пико­
вых давлениях 102Пт в определенный момент 
времени грунт становится более плотным, чем 
свая, и часть отраженного импульса приобретает 
ту ж е (положительную) полярность, что и падаю­
щий на границу сигнал.

Описанное явление “самопросветления” при 
не слишком высоких пиковых давлениях должно 
наблюдаться в средах с большими значениями ко­
эффициента акустической нелинейности г и при 
отношении Д, немного меньшем единицы.

В процессе испытания свай отношение Д = 
= PiĈ /PoCq можно измерить экспериментально, 
проводя регистрацию отраженного импульса на 
свободном (верхнем) конце сваи в линейном ре­
жиме (т.е. при малых р т, отвечающих неболь­
шим высотам сбрасывания груза).

Переходя к измерениям в нелинейном режиме, 
можно наблюдать процесс небольшого заглубле­
ния сваи при каждом ударе, связанного с необра­
тимым уплотнением среды.

Смещение сваи при произвольном значении Д 
может быть оценено как

6  =  ( 2 5 )
Здесь d  -  диаметр сваи, а  -  константа порядка 

единицы. Пиковое давление в импульсе, возбуж­
денном в свае, оценивается по формуле [14]

р  = К  [ Н Е

Рт C - J  2 ’

где Е  -  модуль Юнга материала сваи, h -  высота 
сбрасывания груза. Как нетрудно показать, при 
высотах порядка 1 м колебательная скорость и 
максимальное довление в свае составляют вели­
чины порядка 5 м/с и 108 Па. Для диаметра сваи по­

рядка 50-80 см смещение вниз при ударе должно 
составить величину порядка см. Одновременные 
измерения отраженного импульса и необратимого 
смещения сваи при разных высотах h падения гру­
за формируют массив экспериментальных дан­
ных, достаточных для качественного решения об­
ратной задачи -  оценки свойств грунта под сваей 
и ее несущей способности. Эта задача является 
чисто инженерной; ее анализ и выработка реко­
мендаций для строителей выходят за рамки на­
стоящей статьи.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе изучено распространение импульсно­

го возмущения в нелинейной среде, свойства ко­
торой необратимо изменяются после прохожде­
ния волны. Получены уравнения, описывающие 
процесс нелинейного распространения. Показа­
но, что, в отличие от обычной нелинейной среды, 
количество движения и энергия убывают даже в 
той области, где ударный фронт еще не сформи­
ровался, поскольку под действием переднего 
фронта происходит уплотнение среды. Импульс­
ный сигнал укорачивается по длительности и 
сильно затухает. Передний фронт смещается впе­
ред в сопровождающих волну координатах лишь 
на конечное расстояние.

Получены новые нелинейные уравнения, опи­
сывающие импульс в среде с релаксацией ее не­
линейных и необратимых свойств. Наличие ко­
нечного времени запаздывания в определяющем 
уравнении приводит к “затягиванию” сигнала и 
замедлению диссипативных процессов.

Рассчитана форма импульса, отраженного от 
границы между обычной и нелинейно-наследст­
венной средами. Показано, что при фиксирован­
ной связи между пиковым давлением в падающем 
импульсе и отношением линейных импедансов 
двух сред происходит полное прохождение задне­
го фронта Ихмпульса в уплотняемую среду.

Обсуждены возможные приложения результа­
тов к некоторым актуальным задачам транспорт­
ного строительства.

Работа частично поддержана грантом РАН и 
программой поддержки ведущих научных школ, а 
также ЦНИИС.
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Nonlinear Processes in Media with an Acoustic Hysteresis and the Problems 
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Abstract—Evolution of a pulsed disturbance in a nonlinear medium whose properties irreversibly vary in the 
course of wave propagation is studied. Equations describing the propagation process are obtained. It is demon­
strated that the waveform distortion and the dynamics of the field and energy characteristics of a signal notice­
ably differ from those observed in conventional nonlinear media. New nonlinear equations describing a pulse 
in a medium with relaxation of its nonlinear properties are derived. A finite “delay time" for irreversible pro­
cesses is introduced in the defining equation. The shape of a pulse reflected from the boundary between an or­
dinary medium and a nonlinear hereditary medium is calculated. It is demonstrated that, in the case of a fixed 
relation between the peak pressure in the incident pulse and the ratio of linear impedances of the two media, a 
total transmission of the trailing edge of the pulse into the compressed medium occurs. Possible applications of 
the results to topical construction problems are discussed.
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