
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 2004, том 50, № 6, с . 855-864

УДК 534.26

НОРМАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ КРУГОВОГО ТИПА 
В ПОЛОМ УПРУГОМ ЦИЛИНДРЕ

© 2004 г. В. В. Тютекин
Акустический институт им. Н.Н. Андреева РАН  

117036 Москва, у л. Шверника 4
E-mail: Tyuiekin@akin.ru 

Поступила в редакцию 18.05.04 г.

В статье рассматриваются так называемые круговые нормальные волны, распространяющиеся в 
полом упругом цилиндре. Получены дисперсионное уравнение для волновых чисел этих волн, урав­
нение для критических частот и выражения для собственных функций такого волновода. Числен­
ными методами получены решения этих уравнений для различных значений параметра d, равного 
относительной толщине цилиндра. Выполнен анализ полученных решений и описаны основные 
свойства дисперсионных кривых, в том числе для низкочастотных волн нового типа, описываемых 
ветвями, в виде незамкнутых петель. На основе расчета и последующего анализа собственных 
функций проведена идентификация отдельных нормальных волн.

Волноводные свойства упругих тел цилиндри­
ческой формы до сих пор представляют значи­
тельный научный интерес. В научной литературе 
существует большое число работ, посвященных 
этой проблеме, в том числе для тел, представляю­
щих собой толстостенные цилиндрические обо­
лочки [1-3]. В основном эти работы посвящены 
волнам, упругие поля в которых являются перио­
дическими функциями полярного угла 0, т.е. в об­
щем случае решения пропорциональны множите­
лю ехр(ш0), где п -  целое число. В ряде работ [4— 
6] исследовались асимптотические решения для 
волн, распространяющихся в направлении угло­
вой координаты; соответственно величина п = v, 
где v играет роль углового волнового числа и в 
общем случае является нецелой величиной. По­
добные волны учитываются, в частности, при ре­
шении задач дифракции на цилиндрических пре­
пятствиях [7, 8]. Точные решения для таких волн 
были получены в работе [9], в которой рассмат­
ривались волноводные свойства плоской пласти­
ны кольцевидной формы, по которой распрост­
раняются волны изгибного типа.

В настоящей работе рассматриваются свойст­
ва круговых нормальных волн, распространяю­
щихся в полом упругом цилиндре бесконечной 
длины (фронт волны параллелен оси z).

Зададим геометрические размеры цилиндра в 
виде г = а -  внешняя граница, г = Ьг -  внутренняя 
граница, 2L = a - b -  толщина волновода.

Для решения задачи введем в рассмотрение 
скалярный потенциал ф (г, 0) и (в силу двухмерно- 
сти задачи) единственную компоненту векторно­
го потенциала 0) = \|/(г, 0). Эти функции

должны удовлетворять соответствующим урав­
нениям Гельмгольца

Д ф < Л  0 )  +  А:г ф ( г ,  8 )  =  0  

Д ф ( г ,  0 )  +  k j y ( r ,  0 )  =  0 .

( 1)

(2)

О д Э2 1 Э 1 э 2 ,Здесь А = —; + -  — + —— - ,  к, -  волновое число
э г 2 гЪг г 2э е 2

,2 рсо2 ,продольных волн, к1 = , -  , к,{ — волновое чис-
л + 2р

2

л о сдвиговых волн, к] = , X и (I -  коэффици­

енты Лямэ, р -  плотность, со -  круговая частота.
В качестве граничных условий используем от­

сутствие напряжений на поверхностях цилиндра

а гг = 0, о г0 = 0; при г = а, Ь, (3)

где о гг-  нормальное, а -  тангенциальное напря­
жения. Эти величины можно непосредственно вы­
разить через потенциалы <р и у  (см., например, [1]):

В соответствии с поставленной задачей будем 
искать решения системы (1), (2) в виде упругих 
волн, бегущих в направлении угла 0:

ф(г, 0) = O (r)exp (/v0), (6)

\|/(г,0) = 4 / (r)exp (/v0). (7)
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Подставляя (6) и (7) в (1) и (2), получим систему 
уравнений для определения амплитуд нормаль­
ных волн:

ДФ + *7 -  -т Ф = О,

Д У е ! * ? - ^  № = 0.

(8)

(9)

Уравнения (4>-(5) с учетом (6) и (7) можно пе­
реписать следующим образом:

о  rr  dr Ф X ,  2 .  . d  Г ¥ \
( 10)

а *
2ц

d-'V 1 , 2 ,
dr

2 + I-
£ Г Ф
d r { r ( 11)

Решения системы (8)-{9) записываются в виде

Ф,,(г) = A/v(*,/-) + 5yv(*;r), 

vpv(r) = C Jv(ktr) + D Yv{kir),

( 12)

(13)

где Jv и Yv -  функции Бесселя и Неймана соответ­
ственно, А, В, С и D -  произвольные постоянные.

Введем в рассмотрение безразмерные параме-
к[ у

тры х  -  к,г и у -  к/Г, а также а  = — = -  , который
К{ X

можно выразить через коэффициент Пуассона а 
следующим образом: о  = ~ . Отметим,

что в дальнейшем мы используем величину о  = 
= 0.25, так что а  = 0.58. С учетом этого выраже­
ния (10)- (11) после достаточно громоздких пре­
образований, которые мы здесь не приводим, 
можно записать в виде

гг

2 Ц*7

Сг9
2Ц*,2

= 7-1(л-)Фу(ах) + T^xJ'P^Xx), (14)

= 12(л)Фу(ах) + 7'2(л:)Ч\,(х), (15)

где операторы L и Т задаются формулами

L M  = -
a  d_ , f v ( a -  1 + v) 1].
x d x [ &

Т г(х) =
х \d x  х  '

. zv f d
= 7 a 5 "

( a - l ) v + n .

т  i \ 1 d  ( v 2 1.

Интересно отметить, что при а  = 1 (однако фи­
зически нереализуемый случай) выполняются со­
отношения L, = -Г 2; = î-

В свою очередь, подставляя решения (12), (13) 
в (14), (15), можно получить окончательно:

= 4 L 1(x )7 v(ax ) + B L 1(x)P v(a x ) +
2ц*,2 (16)

+ C T t(x )J v(x) + D T [(x )Y v(x),

>0
2ц*;

= A L 2(x )J v(a x )  + B L2(x )Y v{a x) +

+ CT2(x )J v(x)  + D T2(x )Y v(x ).

(17)

Вводя обозначения xa = kla n x h = k!b u  используя 
граничные условия (3), получим следующую од­
нородную систему алгебраических уравнений для 
определения величин А, В, С и D:

A L ,(x0)7 v( а х а) + SL ,(x0)Kv( а х а) +

+ C T l(x a)J v(x a) + D T l(x a)Y v(x a) = 0,

A L 2{xa)J v( а х а) + B L2(xa)Y v(a x a) +

+ C T2(x a)J v(x a) + D T 2(xa)Y v(xa) = О,

A L ,(x6)J v( ах„) + SL ,(x6)F v( a x b) +

+ C T l{xb)J v(x b) + D T l(xb)Y v(xb) = 0,

A L 2(xh)J v{ a x h) + BL2(x b)Y v( a x b) + 

+ C T2(xh)J v(x b) + D T 2(x h)Y  v(x h) = 0.

(18)

(19)

(20)

(21)
Дисперсионное уравнение относительно неиз­

вестной величины углового волнового числа v 
получаем, как обычно, приравнивая нулю детер­
минант системы (18)—(21).

A(v) =

L \(xa)J v(a x a) L,(x„)Fv(cu a) r ,(x„ )7v(xu) T^{xa)Y v{xa) 

L2(x„)Jv(a x a) L2(xa)Y v(a x a) T2(xa) J v(x a) T 2{xa)Y v(x a) 

L,(x*)yv(ax„) L ,(a-„)Fv( a x b) T \(xb) J v(x b) T x{xh) Y ^ x b) 
L2(xh)J v(a x h) L 2{xh)Y v(a x h) T2(xh)J v(xh) T2(xb)Y v(xh)

= 0. ( 22)
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Решение уравнения A(v) = 0 имеет множество 
корней v = v n(xa, хь)ч где индекс п определяет раз­
личные ветви решения характеристического урав­
нения. С целью их идентификации, а также для 
проверки выполнения граничных условий (18)- 
(21), считая, что корни v = v n(xa, хь) вычислены, 
найдем собственные функции (формы колеба­
ний) рассматриваемого волновода. С этой целью 
используем первые три уравнения системы (18)- 
(21) (очевидно, что четвертое уравнение является 
их линейной комбинацией). Положив А = 1 (что 
не нарушает общности решения), получим неод­
нородную систему уравнений для определения ос­
тавшихся коэффициентов, зависящих как от v„, 
так и от п.

B L y(x a)Y ,(a x u) + СГ,(д:а) Л и а) + 

+ D T  \{xa)Yv(x a) = — L-i(xa)J v(o.xa), 

B L2(x a)Y v( cu-„) + CT2(x a)J v(x a) + 

+ D T 2(x a)Y v(x a) = - L 2(x„)Jv(a x a),

(23)

(24)

B L ^ x ^ Y ^ a x t , )  + CT \{xh)J  v(x b) +

+ D T \(x h)Y v(x h) = - L ,( x h)J v(u x h).

Решение системы (23)-(25) можно представить 
в виде

Ll(Xa>vn)Yv(Ctxa) T , (xa, v n)J v(xa) T\(xa,v n)Yv(xa)

A (vJ = - L 2(xa, vn)Yv(axa) T2(xa, v J A -W Tl(xa,v„)yv(*J
L \(xb, vn)Yv(axb) T i (xb, vn)Jv(xh) T \(xb, vn)Y\(xb)

L\(xa, vn)Jv(a x a) T i (xa. Vn) i v ( x 0 ) T\(xa, Vn)yv(x0)
As(v„) = -' L2(xa, v n)Jv(a x a) T2(xa> V„)7v(xu) T2(xa,.v„)Yv(xa)

Li(*b, v n)Jv(a x b) T i(xb. vJ 7 v(x8) T \(xb, vn)Yv(xb)

L \ (xa, v„)Kv( axa) L [(xa, v„)7v( a x a) t m 1> V„) Уv(-*•’«)
Ac(vn) = - L i(xa, v„)Kv( axa) L i (xa, \ n)Jv(a x a) T2(x,» v j y vK )

L\(xh, v„)Yv(axb) L \(xh, v n)J v(a x h) T {(xh, v n)Yv(xb)

L\(xa,vJY v( axa) T i (xa, v n)J v(xa) L\ (xa, v n)Jv(axa)

A d ( v „ )  = - L i(xa, v j y v( axa) T2(xa, v n) J M ^2 (xa>v n)Jv(axa)

L \ (xh, v n)Yv( a x h) T\(xb, v n)J v(xb) L\(xh,v J J v( a x b)

На основании полученных значений коэффи­
циентов собственные функции волновода для на­
пряжений можно записать в виде

—  = L l(x )J v (a x )  + B„Li(x)Y  vv(cu) +
2ц*; (27)

+ CnTl(x)JVn(x) + D J i(x)YV'(x),

= L2(x )J v (а х ) + BnL2(x )Y v (ах) +
2Ц*? " (28)

+ C„T2(x )J v (x) + DnT2(x )Y  Vn(x).

Эю 1Э\|/ 1 Эф 3w
э7 + 7эе’ “» "  где Эг* (29)

d  /у
Вводя операторы /?, = — и R2(v) = — , смеще-

( IX X

ния (29), соответствующие корню v„ характерис­
тического уравнения (22), можно записать в виде

!г = R x<b ( а х ) + R2{vny ¥ yt{x),

где

^  = /?2(vJI)Ov<(o u )-* l4 'v *,

(30)

(31)

Собственные функции для радиального иг и уг­
лового uQ смещений можно определить через зна­
чения скалярного и векторного потенциалов:

Ov (cu) = J v (ах)  + Вп (си),
Л  й  п

V v .ix )  = C„Jv (x) + DnYv (х ).
Я  д  Л
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Рис. 1. Дисперсионные зависимости для нормальных волн углового типа в полом упругом цилиндре. Параметр X = кр.

Прежде чем перейти к изложению результа­
тов расчетов, сделаем несколько замечаний по 
поводу их представления. Выше было указано, 
что искомая величина v играет роль углового 
волнового числа, входящего в выражение для фа­
зы нормальной волны ф = V0. Следуя работе [9],

Скорость распространения волны с также бу­
дет зависеть от радиуса. Выбирая в качестве ос­
новного аргумента величину X  = кр, безразмер­
ную искомую скорость можно записать в виде С =

Х_
ка  ’

где с, -  скорость сдвиговых волн

преобразуем это выражение так: ф = -/*0 = k,S ,

где кг = -----“линейное" волновое число, 5 = г0 -
г

длина дуги, пройденная волной. Выбирая такую 
форму представления результатов, зададим для 
определенности г = а, т.е. будем рассматривать 
волновое число, соответствующее внешней гра­
нице полого цилиндра. Тогда неизвестную вели­
чину v в приведенных уравнениях можно заме­
нить на v = ка (нижний индекс у к будем опускать). 
Аргументы, входящие в вышеприведенные урав­
нения могут быть представлены в виде ха = кр\

xh = к,( 1 -  d), где d = -  безразмерная толщина
Ко

цилиндра.

в среде.
Решение уравнения (22) для неизвестной вели­

чины v = ка в зависимости от безразмерной часто­
ты X = к р  для различных значений безразмерной 
толщины цилиндра d  выполнялось с помощью 
специальной компьютерной программы.

На рис. 1 приведены результаты расчета для 
различных величин d. Приведенный график явля­
ется типичным для всех значений параметра 0 < 
< d <  1. Наблюдаются три группы дисперсионных 
кривых: а) одиночные ветви (п = 0), начинающие­
ся при нулевой частоте и имеющие в этой точке 
значения v = 1; б) одиночные ветви (п = 0') в виде 
незамкнутых петель, расположенных в непосред­
ственной близости от начала координат. Эти по­
следние приведены более подробно на рис. 2 для 
некоторых значений параметра d  (ветви, соответ­
ствующие волнам с п = 0' расположены при значе-
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У

Р и с .  2 .  Низкочастотные “полузамкнутые" ветви. Параметр Y = ка. 1 -  d = 0.2,2 - d  = 0.4,3 -  d = 0.7, 4 -  d = 0.9.

ниях ka<  1, здесь ж е при ка > 1 частично показа­
ны волны с п = 0); подобные ветви для нормаль­
ных волн были получены также в работе [9]; в) 
бесконечное число ветвей, соответствующих, 
как в любом волноводе, нормальным волнам вы­
соких порядков, число которых растет при уве­
личении d.

Рассмотрим свойства всех этих волн в отдель­
ности.

На рис. 3 приведены графики безразмерной

фазовой скорости С = -  волны п = 0 для некото-
С !

рых значений параметра d. Видно, что вблизи на­
чала координат эта скорость пропорциональна 
частоте. При больших значениях этого парамет­
ра она имеет частотные максимумы, а затем при 
X  — ► °о стремится к постоянной величине = 
= 0.933, не зависящей от параметра d. При малых 
величинах d  такие максимумы отсутствуют, ско­
рость стремится к той же величине CU, но при зна­
чительно больших частотах. Можно утверждать, 
что скорость С  = CU по своему физическому 
смыслу близка к скорости рэлеевских волн.

С целью идентификации различных ветвей 
дисперсионных кривых с помощью формул (28),
(29), (30) и (31) для различных значений парамет­
ра d  на отдельных частотах были проведены рас­
четы собственных функций для смещений и,, и «е, 
а также напряжений а гг и а^. При этом указан­
ные величины нормировались на соответствую­

щие их максимальные значения, а безразмерная
градиальная координата д: задавалась в виде л: = ----
а

а + b -
— 2 ^” ’ так что за начало координат оралась сре­

динная поверхность цилиндра, а величина д; изме-

С/С,

Р и с .  3. Фазовые скорости нормальных волн с п = 0. 
1 -  d = 0Л,2 -  d = 0.2,3 -  d = 0.5.4 - d  = 0.9.
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Рис. 4. Собственные функции для нормальной волны с п -  0 при d  = 0.9. 1 -  смещение иг; 2 -  смещение м0; 3 -  напря­
жение о гг; 4 -  напряжение о ^ . а) X = 0.5; б) X = 5; в) X = 10; г) X = 32.

d  d  uнялась в пределах- -  < х  < -  . На всех нижеследу
— Z

ющих графиках у величин и0 и опущен множи­
тель /.

На рис. 4 приведены соответствующие графи­
ки для d  = 0.9 (другие параметры приведены в под­
писи к рисунку). Из этого рисунка видно, что при 
низких частотах (рис. За) радиальное смещение иг 
практически не зависит от радиуса, т.е. по телу 
распространяется волна квазиизгибного типа. 
При этом угловое смещение uQ и напряжения о гг и 
аг2 максимальны вблизи его внутренней поверх­
ности и уменьшаются к внешней. Другие случаи -  
б), в) и г) -  отображают трансформацию собст­
венных форм при увеличении частоты, заключа­
ющуюся в последовательном смещении всех ве­
личин в сторону внешней поверхности и их кон­
центрации вблизи нее.

На рис. 5 представлены аналогичные данные 
для значения d  = 0.1. Характер изменения приве­
денных величин примерно такое же, как и для d  = 
= 0.9, кроме того, что максимальные значения на­
пряжений изначально располагаются на средин­
ной поверхности цилиндра (х = 0), а концентрация

смещений и напряжений вблизи внешней поверх­
ности происходит при значительно большей час­
тоте.

На рис. 6 представлены (для параметра d  = 0.9) 
собственные функции для нормальных волн с п = 
= 0', описываемых незамкнутыми петлями (рис. 2). 
Видно, что независимо от частоты все функции 
мало отличаются друг от друга и от соответству­
ющих функций для волн с п = 0 (рис. 1а), за ис­
ключением того, что смещение иг изменяет фазу 
на противоположную. При этом случаи а) и 
в) соответствуют нижней половине петли, б) и г) -  
верхней.

Исходя из данных рис. 2 и 6, можно сделать ос­
новные качественные выводы относительно 
свойств низкочастотных волн с п = 0’.

1. Эти волны на одной и той же частоте имеют 
два различных значения фазовой скорости (за ис­
ключением частоты, при которой верхняя и ни­
жняя ветви сливаются вместе).

2. Групповая скорость, определяемая форму­
ла) dX

лои с ’ = Т к =  с ' 7 у  •для верхней (нисходящей)
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X

Рис. 5. То же, что на рис. 4, но для d = 0.1. а) X = 0.5; б) X = 30; в) X = 90; г) X -  148.

ветви отрицательна, а для нижней (восходящей) = v„ = 0. В этом случае операторы Ll 2(x) и Т12(х) 
ветви положительна. имеют вид

3. Волны имеют квазиизгибный характер с 
концентрацией напряжений вблизи внутренней 
поверхности цилиндрического тела.

Из рис. 1 видно, что нормальные волны высо­
ких порядков (п > 1) зарождаются при значениях 
v„ = 0. При этом величины, описывающие поле 
нормальных волн, не зависят от полярного угла 0. 
В момент зарождения каждой такой волны ее 
волновой фронт представляет собой окружность, 
“соосную” с границами волновода г  = а и г = Ь. В 
этом случае смещения выражаются через цилин­
дрические функции нулевого порядка. В плоских 
волноводах процесс зарождения нормальных 
волн аналогичен рассмотренному -  волновой 
фронт параллелен плоской границе волновода.

Так же как и в плоских волноводах, существу­
ют критические частоты (частоты зарождения 
волн). Уравнение для критических частот нетруд­
но получить из уравнения (22), положив в нем v =

м »  - - 0 i  4 >  =

т2{ X) = ~  +х а х  2

а уравнение(22) приобретает вид

= 0;

J {a x a) Y (a xa) 

J(ctxh) Y (a x h)
K xu) K {xa) 
I (x h) K{xh)

= 0, (32)

где введены дополнительные обозначения

J(x)  = ® У ,(* ) -1 /0(.г);

Y(x)  = У{Х) Л у 0{хУ,

1 { х )  = - I y , W  + l y o W ;  

К ( х )  =  -  Ir,(A-) + ^ o ( * ) .
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Рис. 6 . Собственные функции для нормальной волны с п = 0' при d = 0.9. а) X = 0.5; б) X = 5; в) X = 10; г) X  = 32.

k/kt

Рис. 7. Частотные характеристики безразмерных волновых чисел для п > 1 (d = 0.9).

Таким образом, уравнение для критических ча­
стот, что и следовало ожидать, состоит из двух не­
зависимых уравнений, первое из которых относит­
ся к волнам, зарождающимся продольными, а вто­
рое к волнам, зарождающимся поперечными.

На рис. 7 для d = 0.9 приведены безразмерные
к {волновые числа — для первых четырех волн (п =
k-t

= 1-4). При этом п = 1 и /? = 4, согласно уравне­
нию (32), соответствуют волнам, зарождающим-
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(а) (б)

Рис. 8. Собственные функции смещений для нормальных волн с п > 1. Параметры: d = 0.9, X = 80. а) п = 1; б) п = 2; 
в) п -  3; г) п = 4.

ся продольными, а л  = 2и/ 2  = 3 -  поперечными. 
Существенно, что при стремлении волнового раз­
мера цилиндра к бесконечности скорость всех 
нормальных волн стремится к скорости попереч­
ных волн, что говорит об их принадлежности к 
типу квазилэмбовских волн. Отличие от лэмбов- 
ских волн упругого слоя состоит, в частности, в 
том, что волна с п = 1 для последних зарождается 
поперечной, а не продольной, как в рассмотрен­
ном случае.

На рис. 8 приведены собственные формы сме­
щений волн с п -  1-4 для большого значения без­
размерной частоты X  = 80. При этом используют­
ся только положительные значения координаты 
х, поскольку при х  < 0 и смещения и силы на этой 
частоте весьма малы и все поля сосредоточены 
вблизи внешней поверхности цилиндра. Из рисун­
ка видно, что номер волны (как и в плоских вол­
новодах) соответствует числу пересечений кри­
вых оси х.

Полученные результаты могут быть непо­
средственно использованы для исследования ха­
рактеристик круговых нормальных волн про­
дольно-сдвигового типа тонкой пластины, имею­
щей форму кольца (такая задача для волн 
изгибного типа была решена в работе [9]). Для 
этого необходимо модуль упругости плоской вол­

ны X + 2ц заменить на продольный модуль упру­

гости пластины Ер Е
------ - и множитель а  пред-
1 -  а “

ставить в виде а  = -^ =
к

К
, который для ис­

пользовавшейся величины о  = 0.25 составляет а  = 
= 0.612.

В заключение отметим, что исследованные в 
настоящей работе нормальные волны можно рас­
сматривать как винтовые волны полого упругого

цилиндра, распространяющиеся под углом Ф = -

к его оси. Для винтовых волн с другими значени­
ями этого угла приведенные выше волновые чис­
ла волн кругового типа можно определить как 
“критические волновые числа” (по аналогии с 
критическими частотами).
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Abstract—The so-called circumferential normal modes propagating in an empty elastic cylinder are consid­
ered. A dispersion equation for the wave numbers of these waves, an equation for the critical frequencies, and 
expressions for the eigenfunctions of such a waveguide are derived. Solutions to these equations are obtained 
by numerical methods for different values of the parameter d representing the relative thickness of the cylinder. 
An analysis of the solutions is performed, and the main properties of the dispersion curves are described, in­
cluding those for the low-frequency waves of the new type, which correspond to the branches in the form of 
open loops, individual normal modes are identified on the basis of the calculation and subsequent analysis of 
eigenfunctions.
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