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В работе рассматривается проблема излучения ультразвука источниками конечных размеров. 
Сформулирована и решена краевая задача для ультразвуковых волн, возбуждаемых защемленным 
но краю колеблющимся пьезодиском, имеющим характерный спектр собственных частот и соот­
ветствующее распределение амплитуд колебаний. Теоретически исследовано влияние размеров 
электродов на дифракционные эффекты в ультразвуковом поле пьезодиска.

В подавляющем большинстве работ, посвя­
щенных расчету ультразвукового поля поршне­
вого излучателя, зависимость дифракционных 
эффектов от параметров пьезоизлучателя не ис­
следуется [1-7]. В работах [8, 9] предложен под­
ход для расчета дифракционного ноля, создавае­
мого зажатым по краю колеблющимся пьезодис­
ком, имеющим характерный спектр собственных 
частот и соответствующее распределение амп­
литуд колебаний. В связи с этим появилась воз­
можность исследовать влияние диаметра элект­
родов пьезоизлучателя на возбуждаемое им уль­
тразвуковое поле в жидкости. Актуальность 
данной проблемы обусловлена тем, что на прак­
тике широко используются ультразвуковые из­
лучатели, диаметр которых превосходит диа­
метр электродов.

Общее решение задачи о  колебаниях пластин 
отсутствует [10-12]. Поэтому для решения дан­
ной проблемы рассмотрим излучение круглой 
пьезопластинки, зажатой по краям, в слой жид­
кости. причем противоположная сторона слоя 
представляет собой плоский жесткий экран, в 
который заделана приемная круглая пьезоплас­
тинка. Приближенное решение ищется для уз­
кополосного конечного сигнала в пренебреже­
нии многократными отражениями, когда излу­
чаемый и отраженный импульсы разделяются 
во времени. Кроме того, как показано в работе 
[Н], для достаточно тонких пьезодисков в пер­
вом приближении влиянием поперечных волн и 
волн Лэмба можно пренебречь и исключить из 
рассмотрения сдвиговые колебания пьезоплас­

тины. В этом случае нетрудно получить реше­
ние поставленной задачи и рассмотреть зависи­
мость дифракционных поправок от параметров 
системы.

Рассмотрим колебания круглой изотропной 
пьезопластины радиусом а , защемленной в отвер­
стии бесконечно жесткого экрана такой же тол­
щины. Аналогичная пьезопластина применяется 
для приема колебаний. Воспользуемся цилиндри­
ческой системой координат /*, cp, z. Пусть излуча­
ющая и приемная пьезопластины имеют одинако­
вый радиус а , толщину J, находятся на расстоянии 
L друг от друга. Ось z проходит через центры пла­
стин. Поверхности излучающей пьезопластины 
совпадают с плоскостями z = -d  и z = 0, а поверх­
ности приемной пластины -  с плоскостями z ~ L  и 
z = L + d.

Так как пластины жестко зажаты по контуру, 
то должны выполняться следующие граничные 
условия:

w, = 0 при //, = 0 при г ~ а ч
О)

и2, 1  -  0 при r > a , z  = 0 и z  = L,

где и,, м2 . 1 и и3 -  смещения частиц излучающей 
пьсзопластины, слоя жидкости и приемной пьезо­
пластины, соответственно.

Граничные условия (1) с учетом того, что ра­
диус электрода может быть меньше радиуса пьс­
зопластины, необходимо дополнить следующим
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требованием для электрической индукции D, в 
излучающей пьезопластине:

£>, = D l0 при г < а ,, 

D, = 0 при г > д ,.

где D,0- электрическая индукция поля, возбужда­
емого приложенным к электродам электричес­
ким напряжением, я, -  радиус электрода излуча­
ющей пьезопластины.

Пусть ультразвуковые волны в излучающей 
пьезопластине, слое жидкости и приемной пьезо­
пластине описываются уравнением Гельмгольца

где Uj -  смещение частиц среды с номером j  ( j  = 
= 1,2, 3), Cj -  скорость распространения волн в 
данной среде, со -  циклическая частота.

Решение уравнения (3) для жидкости должно 
учитывать импульсный характер излучения ульт­
развукового сигнала, при котором в течение дей­
ствия возбуждающего импульса колебания в дис­
ке можно считать установившимся и излучение -  
стационарным. При этом в жидкости на границе 
г = 0 импульсный сигнал, отраженный от границы 
z = L, отсутствует, так как разделен во времени с 
возбуждающим. Напротив, у границы z = L отра­
женная волна должна учитываться при использо­
вании граничных условий. В связи с этим, учиты­
вая симметрию звукового поля относительно оси 
z и граничные условия (1), решение уравнения (3) 
ищем в виде

X
,  f V0п Г \  А  ik „ zJ 0\ - - } ( A ne + в пе

п= 1
при ~ d < z < О,

«2,1 = \ e " bzj ^ ( a r ) f { a ) a d a  = C{r,z)e ‘
-ik-yi

О
при 0 <z<L,

(4)

(5)

« 2  = « 2 , 1 + « 2 , 2  = C(r,z)e  + D(r,  z )e ‘k''

при 0 < г < L,
(6)

V 1 г f  V0mr '\, Z7 ~'*«г , r- ik "'z \
“з = 2 .  J ° [ ~ r Eme F”e  J

m = I
при L < z <  L + <ly

(7)

,2 ,2 2 . 0 , 2  ,2где волновые числа кп = к, -  v0n/az< km = k3 -

- v (“)m/«2 определяют собственные частоты коле­
баний излучающей и приемной пьезопластин, kv 
k2, k3 -  волновые числа для излучающей пьезопла­
стины, жидкости и приемной пьезопластины, со­
ответственно, v0n, v0m -  корни функции Бесселя
нулевого порядка; (}2 = к2 -  а 2, а  -  независимая
переменная, /(а )  -  функция распределения амп­
литуды радиальных волн, определяемая из гра­
ничных условий; Лл, Fm, C(r, z) и £>(r, z)
величины, связанные с амплитудами волн, рас 
пространяющихся в положительном и отрица 
тельном направлениях вдоль оси г. Для слоя 
жидкости имеем два выражения, которые учи­
тывают импульсный характер возбуждения пье­
зопластин. Формула (5) описывает ультразвуко­
вое поле на излучающей пьезопластине, когд 
нет сигнала, отраженного от приемной пьезо­
пластины, а формула (6) описывает ультразву­
ковое поле на приемной пьезопластине, для ко­
торой в жидкости существует как падающая, так 
и отраженная волна.

Граничные условия на поверхностях пьезопла­
стин будут иметь вид:

Ту = 0 при Z = -d (8)

Ту = т2 при z = 0 (9)

«1 =- «2,1 при г = 0 (Ю)

т2 = Тг при z = L (И )

«2,3 = «3 при z = L (12)

0 при г := L + d , (13)

где 7*,, Т3 -  упругие напряжения в излучающей и 
приемной пластинах, величина Т2 = с2 (du2/dz) оп­

ределяет звуковое давление в жидкости, с2 =

= р2с*2, р2, с2 -  плотность и скорость звука в жид­
кой среде, соответственно.

Уравнения пьезоэффекта для продольной мо­
ды колебаний имеют вид [131:

c‘ T z ~ hD- (14)

-  + V » , (15)

где Ej, Dj -  напряженность и индукция электриче­
ского поля в излучающей (j = 1) и приемной (у = 3)

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 51 № 4 2005



АН А ЛИ З ВЛИ ЯН И Я ДИАМ ЕТРОВ ЭЛЕКТРО Д О В 465
D  2пьезопластинах, с; = рjCj -  модули упругости 

при постоянной индукции, ру, су -  соответствен­
но плотность и скорость продольных волн в 
пьезопластинах, И -  пьезоэлектрическая посто­
янная, |3У -  обратная диэлектрическая проница­
емость.

Подставляя выражения (4)—(7) и (14) в гра­
ничные условия (8)-(13), получим шесть урав­
нений с шестью неизвестными Ап, Вп9 Ет, Ет, 
С(г, z), D(r , z). Решая их, найдем выражение для 
величины смещения и3, которое связано с вы­
ходным напряжением на приемной пьезоплас­
тине. Рассмотрим отдельные этапы решения. 
Подставим и, и м2<! из равенств (4) и (5) в равен­
ства (6), (7) и (10). Умножим эти равенства на 
(r/сг2)У0(v0mг/сг2) и проинтегрируем их по г от 0 до а. 
В силу ортогональности функций Бесселя чле­
ны суммы, для которых т  ^ п, будут равны 0. Из 
полученной системы уравнений с тремя неизве­
стными Ап, Вп и С(г, 0) найдем выражение для 
С(г, 0):

/•/ мч 4;7iD io^ / t (r ,  0) = ---- —  > ■ /
v 0nr \  k.L,  „/?

D
<4

0 an = l(v0n)
sin2 M

, (16)

где

= y ncosknd + /sinA^d,

Y *  =

Co AS

c f * /I

M i(V o„0i/e)
^l(Von)

Для нахождения иг , запишем граничные усло­
вия для z = 0 со стороны жидкости согласно (1) в 
следующем виде:

игл -  С(г, 0), ()< /'<  а 

«2, 1 = 0, г >а.
(17)

Применяя к выражению (5) интегральные преоб­
разования Ханкеля с учетом условия (17) и вычис­
лив известный интеграл для функций Бесселя, по­
лучим

Отсюда, согласно (5), следует выражение для и2 р

4 i/iD
u2t 1 -

10
D

4

со

~ Т ~ Х* пП =
оо

\k„d г

о

r x \ j  0(x)xdx

(vL-д:2)

(18)

Данное выражение описывает акустическое по­
ле, создаваемое зажатой по краю колеблющеррся 
пьезопластиной, с учетом дифракции.

Используя граничные условия (10)—(12), най­
дем выражения для Em, Fm. Подставим формулы 
(6), (7) в равенства (10)412), а затем, предвари­
тельно умножив полученные выражения на 
(r/a2)J0(v0mr/a2), проинтегрируем по г от 0 до а. 
В результате для смещений на приемной пьезо­
пластине и3 будем иметь:

16 ihD
иъ =

ю
D У  ■'«I

От

т  =  1 О M (V „ J
X

со
х  cos (km(z - L - d )) £  ^ 4 ‘sin24 / mn,

(19)

П = 1

где

/ mn 4
- i & z  x J q ( x ) ( 1x

0 ( v ,L - x 2) ( v L - . 2)
(20)

Полагая D3 = 0, в соответствии с уравнением (15) 
определим амплитуду электрического напряже­
ния на приемной пьезопластине по формуле

U = Ц J  d z \ ( d u 3/dz)rdr.

L  +  d  а 2

I О

где а2 -  радиус электрода приемной пьезопласти- 
ны. Подставляя в это равенство выражение для м3 
из (19), получим

U  =
64 ihl D ю

k^c о Uт п » (21)
о с. О

со

->
у  А- . 2 М  Л (* )

П  ’ '> L  к Ь '’"К'‘*1П 2 (у 2 rW
» =  I V У  On  -  х  )С

где л- = с ха.

^т п Ут ̂ 2, w S1П
гкт(1

х
W = 1

х  X y , A , , A  s i n ’ 4 т  п  ’
w = 1

( 2 2 )
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Рис. 1. Зависимости отношения модулей амплитуд электрического напряжения на приемной пьезопластине \U\/\Uq\ (а) 
и аргумента 1!тп для собственных колебаний приемной пьезопластины с индексами т = I и т = 2  (б) от обобщенного 
расстояния j  при к2а = 1 (К), у = 0.1, а\/а = а2/а = 1.

«•MVoJ
(23)

Учитывая, что h = 7 P i/^ i£o и d io = Z\ZqU\IcI
[13], /с|̂ / = л приходим к следующему выражению 
для U:

у л тп* (24)

где отношение акустических сопротивлений жид­

кости и пьезопластины у= с2 £2/ cf  коэффи­
циент электромеханической связи, е, -  относи­
тельная диэлектрическая проницаемость при по­
стоянной деформации, ^  = 8.85 х 10~12 Ф/м, 11х -  
амплитуда электрического напряжения на воз­
буждающей пьезопластине.

В формуле (24) число п определяет номер од­
ной из частот спектра колебаний возбуждаемой 
иьезопластины, число т -  номер частоты спектра 
колебаний приемной пьезопластины.

В зависимости от параметров к2ач s = Xz/a2, у на­
ходились потери электрического сигнала на при­
емной пьезопластине, обусловленные дифракцией.

А = 201g(|t/0|/ |£ / |) , где (/0 -  значение U при s  = 0. 
Величина к2/к{ принималась равной 4, а отноше­
ние акустических сопротивлений среды и пьезо­
пластины равным у = 0.1.

На рис. 1а показан график зависимости отно­
шения модулей амплитуд электрического на­
пряжения на приемной пьезоиластине |i/|/|(/0| от 
обобщенного расстояния 5. На рис. 16 показаны 
графики зависимости аргумента Umn от расстоя­
ния s для собственных колебаний приемной пье­
зопластины с индексами m = 1 и т  = 2 (учет соб­
ственных колебаний пьезопластины с индекса­
ми т > 3 вследствие малости их амплитуды 
качественно не изменяет ситуацию). Из графи­
ков видно, что при увеличении з' собственные 
колебания приемной иьезопластины сначала 
складываются в противофазе, затем в фазе, по­
сле чего снова в противофазе. В соответствии с 
этим минимум на графике функции \U\/\U0\ сме­
няется максимумом, тогда как для зависимости 
A(s) будет наблюдаться прямо противополож­
ная динамика (рис. 2).

На рис. 2 представлена зависимость дифракци­
онных потерь А от обобщенного расстояния s при 
различных значениях отношения радиусов элект­
родов к радиусу пьезопластин. Для объяснения

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 51 № 4 2005



А Н А Л И З ВЛИЯНИЯ ДИАМ ЕТРОВ ЭЛЕКТРОДОВ 467

поведения построенных кривых учтем, что рас­
пределение амплитуды собственных колебаний 
по радиусу пьезопластины в формулах (4) и (7) за- 
дается функцией Бесселя нулевого порядка. В ре­
зультате поверхность пьезопластины можно раз­
бить на части, колеблющиеся с противоположны­
ми фазами. Данные части разделены узловыми 
линиями круговой формы. Число таких частей 
определяется индексами т или /г, а радиус узло­
вых линий соответствует корням функции Бессе­
ля Л)(уот. пг!а)' в  зависимости от радиусов элект­
родов меняется среднее по радиусу для смещения 
частиц пьезопластины, а, следовательно, изменя­
ется и величина вклада вносимого каждой модой 
в амплитуду результирующего колебания пьезо- 
пластины. определяемого формулой (24). Напри­
мер, среднее по радиусу для собственного колеба­
ния приемной пьезопластины с индексом т = 2 
имеет отрицательное значение при v02a2/a < vn 
(см. выражение (23)), где v02 -  второй корень 
функции Бесселя нулевого порядка, vn -  первый 
корень функции Бесселя первого порядка. Если 
же V02a2/a ^ v u , то вклад, вносимый данным собст­
венным колебанием, положительный или равен 
нулю. Результаты проведенных расчетов пока­
зали, что в случае совпадения отношения ради­
усов электродов излучающей и приемной пье­
зопластин к радиусу самих пьезопластин ди­
фракционные потери Л растут (кривая 3 рис. 2), 
поскольку собственные колебания, вносящие 
наибольший вклад в амплитуду приемного сиг­
нала, ослабляют друг друга. Напротив, дифрак­
ционные потери А убывают (кривая 2 рис. 2), ес­
ли размеры излучающей пьезопластины и ее 
электродов совпадают, тогда, как радиус прием­
ной пьезопластины превосходит радиус ее элект­
родов. В этом случае происходит взаимное уси­
ление собственных колебаний с малыми значе­
ниями индексов т и п.

Таким образом, в работе развит теоретичес­
кий подход к решению граничной задачи о коле­
баниях круглого зажатого по краям пьезодиска, 
диаметр которого превосходит диаметр электро­
дов. Исследован характер зависимости потерь 
ультразвукового сигнала, обусловленных дифрак­
цией, от обобщенного расстояния между излучаю­
щей и приемной пьезопластинами. Рассмотрено 
влияние параметров измерительной системы на 
дифракцию ультразвукового поля, возбуждаемо­
го колеблющейся пьезопластиной. Проанализи­
рованы графики зависимости потерь ультразву­
кового сигнала, обусловленных дифракцией, от 
обобщенного расстояния s при различных значе­
ниях отношения радиусов электродов к радиусу 
пьезопластин.

Полученные результаты могут быть исполь­
зованы для уменьшения дифракционных потерь в

Л , д Б

Рис. 2. Зависимость потерь электрического сигна­
ла на приемной пьезопластине, обусловленных ди­
фракцией, А от обобщенного расстояния .v для раз­
личных значений отношения радиусов электродов 
к радиусу пьезопластин: к->а = 1 0 0 , у -  0 . 1 . а х!а = а->!а =
= 1 (/)', а{/а = 1, а2/а = 0.68 (2), ах/а = а2/а = 0/50 (.3).

прецизионных методах измерения коэффициента 
поглощения и скорости распространения ультра­
звуковых волн в маловязких жидкостях в диапа­
зоне частот ~1 МГц за счет соответствующего 
выбора параметров измерительной системы.
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