
АКУСТИЧЕСКИМ ЖУРНАЛ , 2005. том 51. № 4. с. 500-510

УДК 550.344.56

ВЕИ ВЛ ЕТ-АН АЛ И З ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ, Д И С П ЕРС И О Н Н Ы Х  
И  Д И ССИ П АТИ ВН Ы Х СВОЙСТВ ВОЛН РЭЛЕЯ

© 2005 г. М. А. Кулеш, М. С. Диалло, М. Хольшнайдер
Университет г. Потсдам, факультет прикладной математики. Германия

E-mail: mkulesh@math.um-potsdam.de 
Поступила в редакцию 17.02.2004 г.

Работа посвящена численной обработке многокомпонентных сейсмограмм с использованием 
вейвлет-анализа. Целью такой обработки является идентификация упругих поверхностных волн 
Рэлея и определение их свойств. Предлагается новый метод для определения параметров эллип­
тичности волны в виде частотно-временного спектра, что дает значительные возможности по 
фильтрации сейсмических сигналов на предмет гашения или, наоборот, выделения рэлеевских со­
ставляющих. Предлагается также модель дисперсии и диссипации эллиптических волн, записан­
ная относительно вейвлет-спектров комплексных (двухкомпонентных) сигналов. На основе пред­
ложенной модели сформулирована задача нелинейной минимизации, позволяющая с высокой 
точностью определить групповую и фазовую скорости, а также коэффициент затухания при рас­
пространении эллиптической волны Рэлея. Все рассматриваемые методы проиллюстрированы на 
тестовых сигналах.

ВВЕДЕНИЕ

Предметом исследования в данной работе яв­
ляются упругие поверхностные волны Рэлея. 
Траектория колебаний элементов объема в про­
цессе распространения рэлеевских волн имеет эл­
липтическую форму и лежит в одной плоскости с 
вектором направления распространения волны. В 
классическом упругом теле волны Рэлея не име­
ют дисперсии [ 1 ], в несимметричной среде Коссе - 
ра они обладают дисперсией, обусловленной мик­
ровращениями [2], дисперсия волн Рэлея в геоло­
гических средах обусловлена вариациями упругих 
свойств пород с глубиной в земле [3,4]. Более то­
го, в последнем случае происходит также потеря 
колебательной энергии (диссипация), что отра­
жается на изменении амплитуды колебаний.

Как правило, мы имеем возможность наблю­
дать волны Рэлея в твердых телах и геологичес­
ких средах лишь опосредованно, интерпретируя 
данные виброизмерений, представленных в виде 
сейсмограмм. Однако на этих сейсмограммах 
присутствуют, как правило, не только волны Рэ­
лея, что объясняет потребность в качественных 
процедурах фильтрации. Один из возможных ме­
тодов фильтрации рэлеевских волн базируется на 
поляризационном анализе, целью которого явля­
ется определение параметров, характеризующих 
эллиптичность сигнала [5,6].

Для дальнейшей интерпретации необходимо 
уметь также определять по исходным сейсмо­
граммам дисперсионные и диссипативные пара­
метры среды, в которой распространяется волна.

Эти данные могут быть получены на основании 
инверсии рэлеевских волн, обладающих диспер­
сией, при анализе однокомпонентных [7] или мно­
гокомпонентных [8] сигналов.

Большинство работ, посвященных экспери­
ментальному исследованию рэлеевских волн 
(напр., [3], [5, 6]) базируются на фурье-анализе. 
Однако волны Рэлея являются относительно 
сложным объектом для изучения; их главная ха­
рактерная черта -  дисперсия -  описывается не од­
ной переменной, а функцией частоты. В связи с 
этим более интересным нам представляется под­
ход спектрально-временного представления [4, 9], 
замечательный, в частности, тем, что он позволя­
ет различать сигналы именно в соответствии с 
дисперсионными кривыми. Спектрально-времен­
ной подход, известный сегодня как вейвлет-ана­
лиз [10-11], получил мощное развитие и по праву 
стал одним из важнейших методов численного 
анализа сигналов.

4

Таким образом, целью данной работы является 
построение методов обработки многокомпонент­
ных сейсмограмм для определения параметров, 
характеризующих эллиптичность (коэффициент 
эллиптичности, фазовый сдвиг, угол наклона эл­
липса), дисперсию (групповая и фазовая ско­
рость) и диссипацию (функция затухания) волн 
Рэлея. В качестве основы для этих методов вы­
бран аппарат вейвлет-анализа, а именно непре­
рывное прямое и обратное вейвлет-преобразова­
ние комплексных сигналов.
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ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА  
КОМПЛЕКСНЫХ СИГНАЛОВ

Пусть исходный сигнал получен с многокомпо­
нентного измерительного прибора -  акселеромет­
ра, велосиметра или сейсмометра. Комбинируя 
различные компоненты, сконструируем комплекс­
ный сигнал S(r). Для этого выберем декартовую 
систему координат, ось X  которой направлена 
вдоль вектора фазовой скорости распростране­
ния волны Vp9 а ось У -  нормаль к поверхности. 
Тогда:

SO) = Sx0 )  + iSv0). (1.1)

где t -  время [с], / = *fA  -  мнимая единица, Sx(t)9 
Ss(t) -  две независимые компоненты сигнала, сни­
маемые с сейсмодатчика и имеющие соответству­
ющие размерности.

Далее будем рассматривать пространство L2(R) 
комплексных функций S(r), определенных на всей 
действительной оси R (-^ , <*>) и обладающих ко­
нечной энергией (нормой) [11]:

+ СО

5 (0  е  L2(R)=> J  |S (0 |2A < oo.
с о

Прямое и обратное преобразование Фурье, ко­
торое является основой спектрального анализа, в 
данной работе будем использовать в виде:

5(со) = - L  f 5 ( / ) Л г ,

+<*>
(1.2)

SO) = 4 =  [5 (с о )Л с о ,

где со = 2 n f -  круговая частота, /  -  физическая 
частота [Гц], а крышечкой сверху обозначается 
комплексная функция фурье-образа.

В данной работе будем использовать также 
преобразование Гильберта %S(t) [ 121, которое 
позволяет разложить сигнал на прогрессивную 
S+(t) и регрессивную S~(t) составляющие. Для про­
грессивной составляющей Фурье-коэффициенты 
отличны от нуля только дл я />  0, а для регрессив­
ной -  для/ <  0:

SO) = S ¥0 )  + S~0),

S±(t) = [5 (г )± |З Д /) ] /2 ,

где фурье-образ функции M S ( f )  определяется 
соотношением

=
- / 5 ( / ) ,  / > 0 ,

/ < 0 .
(1.4)

Для анализа временного распределения частот 
в сигнале будем использовать непрерывное вейв­
лет-преобразование [ 10-11]. Теория непрерывно­
го вейвлет-преобразования комплексных сигна­
лов хорошо развита в [10], здесь же мы приведем 
лишь основные соотношения. Прямое и обратное 
вейвлет-преобразование комплексного сигнала S(t) 
имеет вид:

+ !>0

W gS( t , a)  = J  =
+  оо

1 I 1(1}/ /ч
271

|  e'a'g*(«co)5(co)</co.

+  Л О + С О

S(t) = ~  [ f - А — ')°1Г,5(т, a)dxda,
J a~ V a J

(1.5)

+ oo

Cg,h = J(|*(co)A(cd) + g * (-co )M -co ))^ ,
0

где #(•), h(-) e  L2(IR) -  вещественные или ком­
плексные вейвлеты. С,, ,, -  нормализующий коэф­
фициент, звездочка сверху обозначает ком­
плексное сопряжение, а H~?S(r, а) -  комплексный 
вейвлет-образ, зависящий от безразмерного мас­
штабного а е R и размерного временного t <= Ш 
факторов. В отличие от большинства работ, где 
используется непрерывное вейвлет-преобразова­
ние комплексных сигналов, фактор а принимает 
здесь как положительные, так и отрицательные 
значения.

В нашем случае в качестве масштаба удобно 
выбирать физическую частоту, которая связана с 
безразмерным фактором а  соотношением: a - f j f \ 
где /о -  характерная (средняя) частота вейвлета 
[Гц]. Тогда:

°urgs(t,f) = j  =

(1.6)

- f o o  +  c o

(1.3) 5 (0  = -J— f Г h ( f ( t  -  x ) / f 0)°W'gS(x, f ) d & .
L'g.hJ  J Jo
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Рис. 1. Параметры, характеризующие эллиптически» сигнал.

Таким образом, в отличие от фурье-преобразо­
вания (1.2), вейвлет-преобразование обеспечивает 
двумерную развертку исследуемого комплексного 
сигнала, при этом масштаб и время рассматрива­
ются как независимые переменные. В результате 
появляется возможность анализировать свойства 
сигнала одновременно в физическом (время) и 
масштабном (частота) пространствах.

В качестве вейвлета для обратного преобразо­
вания может быть выбрана 5-функция, что дает 
нам очень эффективную реконструкционную 
формулу [10]:

««> = JW M t ,  f )
f f

d f .
о

Как правило, и для прямого, и для обратного 
преобразований выбирают одинаковый вейвлет, 
который называют анализирующим. Выбор ана­
лизирующего вейвлета определяется тем, какие 
характерные колебательные формы содержатся 
в сигнале. Например, для анализа прямоуголь­
ных колебаний больше подходят вещественный 
HAAR-вейвлет или похожий на него, но симмет­
ричный FHAT-вейвлет. Для анализа сейсмичес­
ких сигналов более подходящими являются ве­
щественные вейвлеты, построенные на основе 
производных от гауссиана различных порядков 
или комплексные вейвлеты, например, вейвлет 
Морле [10, 11]

2К1/У 2а2
g( t )  = е е

о2«о -2л/0)2
(1.7)£(со) = <Уе

где о  -  параметр вейвлета. Строго говоря, вейвлет 
Морле не удовлетворяет соотношению (1.5.3), так 
как приводит к сингулярности при частотах, близ­
ких к нулю. Это необходимо учитывать при прак­
тической реализации.

Вейвлет Морле является прогрессивным, т.е. 
он имеет нулевые коэффициенты Фурье при от­

рицательных частотах. Это позволяет при его ис­
пользовании выделить но аналогии с (1.3) про­
грессивную и регрессивную составляющие вейв­
лет-спектра:

W gS ( t , f )  = °lr ; S ( t 9f )  + W-8S ( t , f ) ,  (1.8)

где

° K S ( t 9f )  =

°W"8S ( ty f )  =

W gS ( t , f ) ,  f >  0

о, / <  о, fo, / > 0

/ < 0 .

При использовании непрогрессивных вейвле­
тов (напр., вещественных) такое разделение необ­
ходимо проводить с предварительным вычислени­
ем преобразования Гильберта исходного сигнала, 
что усложняет процедуру численного расчета.

Спектр W sS( t , f )  содержит информацию о час­
тотно-временном распределении амплитуд Д (/,/)  
и фаз Ф(г,/) в сигнале:

W g S i U f )  = A ( t , f ) e mur ) , (1 9 )

A ( t , f )  = | ^ 5 ( л / ) | .  Ф( t , f )  = argW gS(t, / ) .

Это представление будем использовать в даль­
нейшем для раздельной визуализации модуля и 
фазы комплексного вейвлет-сиектра.

ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ 
СВОЙСТВА ВОЛН РЭЛЕЯ

В силу сравнительно устойчивой формы рэле- 
евской волны удобным инструментом для ее об­
работки является поляризационный анализ [5].

В самом общем виде свойства эллиптического 
сигнала характеризуются следующими парамет­
рами, зависящими от времени (рис. 1):

1) R > 0 -  большая полуось эллипса.
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2) г -  малая полуось, 0 < г < R.
3) р = r/R -  коэффициент эллиптичности.
4) 0  е  (-л/2. л/2] -  угол наклона (поворота) эл­

липса. На протяжении некоторого времени рэле- 
евская волна сохраняет свою геометрию и строго 
вертикальную ориентацию, т.е 0  = л/2, что и яв­
ляется критерием, позволяющим идентифициро­
вать такую волну на сейсмограмме.

5) Дф е (-л , л] -  фазовый сдвиг между компо­
нентами Sx(t) и Sy(t).

П араметры эллиптичности во временном про­
странстве можно определить с использованием 
метода комплексного следа [6]. В его основе ле­
жит преобразование вещественных компонент 
Sx(t) и Sy(t) сигнала (1.1) к комплексным при помо­
щи преобразования Гильберта (1.3)—(1.4):

[14] (осреднения фурье-коэффициентов по не­
скольким временным окнам).

П арам етры  эллиптичности в вейвлет-про­
странстве. Предлагаемый в данной работе новый 
метод определения параметров эллиптичности 
является обобщением двух предыдущих и дает 
возможность определить большую и малую полу­
оси, угол наклона и фазовый сдвиг как функции 
времени и частоты. Основой предлагаемого мето­
да является описание эллипса на комплексной 
плоскости с использованием двух комплексных 
чисел А+ и А" и двух действительных 0)+ и со-: С(т) =

= A V Vx +А - сГ'<0\
Отсюда, исходя только из геометрических со­

ображений, можно получить следующие соотно­
шения:

СXU) = [SAt)  + i WSAt ) \ / 2 ,

с  At )  = i s  А О  + M S  A t ) ) / 2 .

Для полученных таким образом комплексных 
сигналов Cx(t) и Cv(0 по отдельности рассматрива­
ются вещественные и мнимые части и определя­
ется фазовый сдвиг, на основе которого получа­
ют все остальные параметры эллиптичности:

Дф(/) = arg[C*(r)C,(f)],

R2(t) = [Sn( 0  + J S 2A 0  + Sli t)  |/2 , ^

r \ t )  = [S0U ) - J s 2At )  + s 22( t № ,

0  = la rg [5 [(0  + /S2(0]m odji,

где

50(r) = |Cx(0|2 + |Cy(0 |2,

A(K ( A +(A )* Дф = arg —------- -
УА ~(A~)*

/? = U 1 + U 1, r = |U 1 - \A

^arg(A+A )тойл.

Отталкиваясь от свойства (1.8) вейвлет-преоб­
разования, в случае, когда используется комплекс­
ный прогрессивный вейвлет, можем разложить 
вейвлет спектр на прогрессивную и регрессив­
ную составляющие. Если ввести в рассмотрение 
мгновенную круговую частоту как производную 
аргумента комплексного спектра со-(г, / )  =
= 9arg 5(г,/)/Э/, то в окрестности момента вре­
мени / каждая из составляющих может быть раз­
ложена следующим образом:

°trsS(r + T J ) ~ W ; S ( t , f ) e ‘w'u-f)z +

SAO  = |CI(r)|2- |C >.(0 |2, + °W~KS ( t , f )e - ia,'<,-f)x

SAO = 2|С<(/)||С у(/)|со8(Дф(0).
Здесь mod -  операция деления по модулю.
П араметры  эллиптичности в частотном про­

странстве. В сейсмологии широко используется 
также метод Накамура [13] (H/V метод), который 
позволяет определить коэффициент эллиптично­
сти р как функцию частоты и базируется на вы­
числении отношения горизонтального и верти­
кального фурье-спектров

Отсюда можем получить частотно-временной 
спектр каждого параметра:

Д ф (г,/) = arg
^ ; s ( ? , / )  + o y ; s u / ) ) * N

°lr KS(t, f )  -  (W-gS(t, / ) ) *

R( t , f )  = b f ; s a / ) | ^ r s u / ) | ,  

r ( t , f )  = 1 К +5 ( / , / ) | - | ^ 5 ( г, / ) | | ,

P ( /)  -  F A f V F A f ). (2-2)
где /*’,,(/) -  сглаженная плотность энергетическо­
го спектра для горизонтального сигнала, a Fv( f )  -  
для вертикального. Данная плотность вычисляет­
ся на основе фурье-преобразования (1.2) с исполь­
зованием специальных алгоритмов сглаживания

6 ( f , / )  = ]-arg['WlS(t, f)°\\FS{t, /)|m od:c.

На основе (2.3) можно обратно получить пара­
метры как функции только времени или только 
частоты, и этот обратный переход, в отличие от 
прямых методов (2.1) и (2.2), дает широкие воз-
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Рис. 2. Характерный вид эллиптического сигнала.

можности по частотно-временной фильтрации 
всех эллиптических свойств. Возможно несколь­
ко алгоритмов такого обратного перехода: 1 2

1) Первый возможный алгоритм базируется на 
расчете всех параметров в форме (2.3) и осредне­
нии их по частоте, но только в тех областях вейв­
лет-спектра, где “эллиптичность*', которая харак­
теризуется параметром г ( / , / ) ,  выражена наибо­
лее ярко.

2) Второй алгоритм состоит в следующем. На 

исходных вейвлет-спектрах Ж * 5 (/,/)  и M

выбираются так называемые скелетоны Г+ и Г~. 
Для момента времени / значение Г+ дает частоту, 
соответствующую локальному максимуму моду­
ля прогрессивного вейвлет-спектра, а Г“ -  регрес­
сивного. Скелетон фактически является крайним 
случаем области, описывающей наиболее харак­
терное поведение сигнала. Если взять скелетон 
как функцию времени и заменить нм частоту в
(2.3), то  мы получим тем самым временное осред­
нение параметров. Если же представить скелетон 
как функцию  частоты и заменить им в (2.3) пе­
ременную времени, то  это даст нам частотное 
осреднение.

Основной идеей в использовании таких осред­
нений является то, что можно из сложного сигна­
ла извлечь для анализа только одну определен­
ную моду, чего не позволяют сделать метод ком­
плексного следа и H / V  метод.

Рассмотрим пример, который является синте­
тическим сигналом, имеющим только одну час­
тотную моду. На рис. 2а сплошной линией изоб­
ражена действительная часть этого сигнала, а 
пунктирной -  мнимая. На рис. 26 приведены изо­
бражения модулей прогрессивного и регрессив­
ного вейвлет-спектров и сплошной линией -  ске­
летоны Г* и Г", а на рис. 2в -  изображение сигнала 
на комплексной плоскости.

С использованием скелетонов в виде Г * ( /)  и

Г ~ (/)  мы можем определить эллиптические па­
раметры, зависящие от частоты. Рассматривая 
параметр р (/), можем сравнить H / V  метод (рис. 2г, 
пунктирная линия) и новый предлагаемый метод 
(рис. 2г, сплошная линия). Можно сделать вывод, 
что оба эти метода в принципе соответствуют 
друг другу. 1

На рис. За дано изображение значений боль­
шой и малой полуоси эллиптического сигнала на 
частотно-временной плоскости. Эллиптические
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Рис. 3 . Эллиптические параметры, определенные с  использованием метода ком плексного следа и нового предлагае­мого метода.
параметры, определенные по методу комплекс­
ного следа (2.1), приведены на рис. Зб-Зг пунктир­
ной линией. Новые эллиптические параметры 
определяются в данном случае с использованием
скелетонов в виде Г*(/) и Г~(/) и приведены на
рис. Зб-Зг сплошной линией. Видно, что метод 
комплексного следа и новый метод такж е соот­
ветствуют друг другу.

ДИСПЕРСИЯ И ДИССИПАЦИЯ 
ВОЛН РЭЛЕЯ

Будем считать, что среда стационарна, и рас­
смотрим два комплексных сигнала S t(r) и S 2(t)  ви­
да (1.1), полученных с разных измерительных 
приборов с удалением Ах.  В случае, когда сигна­
лов не два, а больше, то все приведенные ниже со­
отношения сохраняют свою силу и используются 
Для каждой пары сигналов из этого набора.

Описание дисперсии и диссипации в фурье- 
пространстве. В [3] предлагается модель, которая 
в случае изотропной среды позволяет связать 
фурье-спектры комплексных сигналов 5,(/) и S 2(t):

& ( / )  =  <Г|,*( /, + а(Л|415 , ( / ) ,  (3.1)

где а ( / )  -  зависящий от частоты параметр среды, 
определяющий диссипацию (функция затухания), 
a k { f )  -  волновое число, описывающее дисперсию.

В качестве дисперсионных параметров выби­
рают, как правило, функции фазовой и групповой 
скорости, которы е определяются самим волно­
вым числом k( f )  и его производной [4]:

k ( f )  =  v jT Y  k ' f f )  =  m r  (32>
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Если для среды известна фазовая скорость, то 
из (3.2) определяется волновое число и на его  ос­
нове групповая скорость:

2 я У ;(/)
(3.3)

Обратный переход от групповой скорости к 
фазовой невозможен без привлечения дополни­
тельных соображений в силу возникновения не­
определенной константы при интегрировании (3.3). 
Формально кривая групповой скорости не несет 
дополнительной информации о среде по сравне­
нию с кривой фазовой скорости, тем нс менее обе 
они активно используются. Это связано с тем , что 
в ряде случаев измерению доступна только груп­
повая скорость.

В нашем случае также необходимо учитывать, 
что, исходя из физического смысла, все эти функ­
ции определены только для положительных час­
тот. Однако мы представляем спектр комплекс­
ного сигнала как состоящий из прогрессивной ( />  0) 
и регрессивной ( / <  0) частей, поэтому для отри­
цательных частот мы доопределяем все функции 
как симметричные: а(-/) = а (/), V J - f )  = V (/),
V j r f )  = V/ Д

Описание дисперсии и диссипации в вейвлет- 
пространстве. Воспользовавшись соотношением 
для вейвлет-преобразования относительно фу- 
рьс-образа сигнала (1.6), получим аналог соотно­
шения (3.1) для вейвлет-спектра:

+<*>

♦  оо

Ч.*«Л*«,Я1А*$](ф)Лр

Для функции к(ф) применим разложение в ряд 
Тейлора в окрестности точки / ,  ограничиваясь 
только первой производной:

* (Ф )~ * ( /)  + (ф - /)* * ( /) . (3.4)

Аналогично поступим с функцией затухания и, 
преобразуя подынтегральное выражение, получим:

-W f) “ /**(Л 1 А* -а( /)А*W ' S 2( t , f )  = е

xW.S^t-k'if) Д .г /(2 л )./) .
(3.5)

или относительно функций групповой и фазовой 
скорости

1 Г А « )  = ' i < -m  '  х
(3.6)

В силу разложения (3.4) дисперсионная модель 
в вейвлет-пространстве является приближенной 
по отношению к модели в пространстве Фурье. 
Точность этого приближения тем выше, чем 
больше точек по оси частот взято при вейвлет- 
преобразовании и чем больш е значение парамет­
ра вейвлета.

Используя одно из свойств вейвлета Морле, 
можем получить еще одно приближение, кото­
рое, с одной стороны, является менее точным, 
чем (3.6), но, с другой стороны, очень наглядно де­
монстрирует особенности деформирования вейв­
лет-спектра при распространении волн с диспер­
сией. Для вейвлета М орле справедливо [10):
arg W ^SO ,/ )  =* 2nf t .  Представляя правую часть 
(3.5) в виде (1.9) и используя для аргумента ком­
плексного спектра приведенное выше приближе­
ние, несложно показать, что:

W ' S 2( t )  = e-a(f)Ax

x e x p [ , a r g W , S , ( , - ^ L . . / ) ] .
(3.7)

Таким образом, групповая скорость имеет 
смысл функции, “деформирую щ ей" матрицу мо­
дуля вейвлет-спектра сигнала-источника, ф азо­
вая скорость “деформирует" при этом матрицу 
фазы  вейвлет-спектра, а функция затухания оп­
ределяет частотно-зависимый вещественный 
коэффициент, на который домножается весь 
спектр.

Для демонстрации предложенной модели рас­
смотрим пример. В качестве возможной аппрок­
симации для функции ф азовой скорости исполь­
зуем трехпараметрическую экспоненциальную 
аппроксимацию, а групповую скорость опреде­
лим при этом из (3.3):

V ( f )  = V , + A V e 2 ст­ а ю

В качестве простейшей модели для функции 
затухания выберем линейную зависимость коэф ­
фициента затухания от частоты  a ( / )  = [}/ с одним 
параметром [3. Для параметров задачи используем 
следующие значения: V, = 1300 м/с, A V  = 200 м/с, 
о  = 6 Гц, At = 3500 м, р = 3 х  КГ5 1/(Гц с).

На рис. 4а приведены графики фазовой 
(сплошная линия) и групповой (пунктирная ли­
ния) скоростей для данных параметров. Рис. 46 
демонстрирует изменение модулей фурье-коэф- 
фициентов из-за наличия затухания, сплошная

а

линия соответствует спектру Si ( / ) ,  пунктирная -
л

спектру S2 ( )  )• На рис. 4в проиллюстрирован сиг­
нал S,(/) (сплошная линия -  действительная часть, 
пунктирная -  мнимая), а на рис. 4г -  сигнал S2(/)*
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Рис. 4. Сравнение дисперсионных моделей в фурье- и вейвлет-пространствах.
полученный при помощи соотношении (3.6) (чер­
ные сплошная и пунктирная линии) и (3.1) (линии 
серого цвета). На рис. 4д изображены модули вейв­
лет-спектров сигналов $,(/) и S 2( t), а на рис. 4е -  
соответствующие ф азы . Геометрическое искаже­
ние спектра Ж ^ 2(0  относительно Ж ,5,(/) обус­
ловлено зависимостью от частоты фазовой и 
групповой скоростей и проиллю стрировано ра­
нее в (3.7). Д анны й пример демонстрирует хо­
рошее соответствие моделей, определенных в

фурье-пространстве (3.1) и вейвлет-пространст­
ве (3.6).

О П РЕДЕЛЕН И Е ГРУППОВОЙ 
И Ф А ЗО В О Й  СКО РОСТИ

В качестве примера практического примене­
ния модели, приведенной в предыдущем разделе, 
сформулируем задачу нелинейной минимизации
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для определения по известным сигналам S,(f) и 
S 2(t)  групповой и ф азовой скорости.

Будем отталкиваться о т  модели (3.5), для кото­
рой введем параметрическую  аппроксимацию 
волнового числа k ( f )  и функции затухания а ( /) :

* ( / )  -  * ( / ,  Pi), а ( / )  -  а ( / ,  qj),

I = j  =  1 . . . М .

Тогда в общ ем виде задача нелинейной мини­
мизации без ограничений м ож ет бы ть сформули­
рована так:

Х Ч Р и  Я;, Д-0 —► min, р „  g j € R .  (4 j ( 

/ = I . . . N ,  j  = 1 . . . М .

Для численного решения задачи (4.1) можно ис­
пользовать метод Левенберга-М аркара [ 14]. Функ­
ция х2( ) является в нем среднеквадратической 
функцией ошибки, и можно ввести в рассмотрение 
несколько формулировок для этой функции, обес­
печивающих различную точность восстановления 
искомых параметров. В силу ограниченности места 
детально рассмотрим лишь две из них:

1) Наиболее простая с точки зрения реализа­
ции задача оптимизации получится, если опреде­
лить функцию ошибки х 2( ) как разницу модулей 
вейвлет-спектра \°W'gS2(tyf ) \  второго сигнала и ве­
личины |°И^5я( / , / ) | ,  полученной путем деформи­
рования спектра первого сигнала при помощи со­
отношения (3.5). Э тот алгоритм ориентирован на 
восстановление групповой скорости и парамет­
ров диссипации, так  как при такой оптимизации 
фазовая составляющая в сигнале совершенно не 
учитывается:

X? = Я 1 1ЧИГЛ (* -  /)1  -  / ) |  f d i d f .  (4.2)
I f

2 )  Для восстановления фазовой информации 
из сигнала, и, следовательно, для определения ф а­
зовой скорости для оптимизации нужно использо­
вать фазовую составляю щ ую  вейвлет-спектра:

Х2 = J J t a r g T V ^ U  / )  -  a r g W KS„(t ,  f ) ] 2d ld f .  (4.3) 
I f

При этом необходимо учитывать, что фазовая 
оптимизация более чувствительна к начальным 
условиям, поэтому в качестве начальных значе­
ний параметров р { и q, необходимо выбирать ре­
зультаты оптимизации модуля (4.2). Кроме этого, 
значительную роль играет значение параметра 
вейвлета, при увеличении этого параметра точ­
ность восстановления фазовой скорости повыша­
ется.

При использовании методов, позволяющих 
оптимизировать комплексные функции, в каче­

стве невязки можно использовать квадрат моду­
ля разности комплексных вейвлет-коэффициен­
тов fW -  W g S n(tyf ) \ 2. Однако в этом случае 
более эффективным нам представляется исполь­
зование не градиентных методов, к каким отно­
сится метод Левенберга-М аркара, а статистичес­
ких, базирующихся на методе Монте-Карло. 
В случае сильного зашумления исходной сейсмо­
граммы для оптимизации можно использовать 
невязку вида |flVg7’,.2](r, / )  -  f W ^ K / ,  / ) |2, где 
символ Ti%J обозначает кросс-корреляцию сигна­

лов: T i . j ( f )  = S i ( f ) S j ( f ) .  Соотношения (3.1Н 3.7) 
легко модифицируются на этот  случай. В слу­
чае, если на сейсмограмме присутствует не толь­
ко рэлеевская составляющая, то  двойной интег­
рал в (4.2М 4.3) заменяется на интеграл по облас­
ти, где область определяется соответствующими 
значениями эллиптических параметров (2.3). 
Однако подробный анализ этих и многих других 
модификаций является темой отдельного иссле­
дования.

Рассмотрим пример. Пусть сигнал распростра­
няется без затухания, и для функции k ( f  p t) выбе­
рем трехпараметрическую экспоненциальную 
аппроксимацию:

Г

* ( / . Л )  = P i f  +  Р г / е 2р>,

Пусть 5,(/) и S 2(t) являются синтетическими 
сигналами, где второй сигнал получается из пер­
вого посредством дисперсионной модели (3.1)-
(3.3) с фазовой скоростью Vp (3.8) со следующими 
параметрами: V, = 1300 м/с, Д К = 3 0 0 м /с ,а  = 10 Гц, 
At = 2000 м.

На рис. 5а сплошной линией изображены дей­
ствительная, а пунктирной -  мнимая компоненты 
исходного сигнала 5,(/). Рис. 56 демонстрирует ис­
ходный S 2(t)  (черные линии) и восстановленный 
Sn(t) (линии серого цвета) сигналы.

Рис. 5в дает представление о модулях исход­
ных и восстановленного с применением процеду­
ры (4.1Н 4.3) вейвлет-спектров, где tW g S n( t / f ) \  -  
модуль спектра восстановленного сигнала. На 
рис. 5г изображены фазы  этих спектров.

На рис. 5д сплошной линией изображена тео­
ретическая фазовая скорость, использованная 
для генерации исходных сигналов 5,(/) и S 2( t), 
пунктирной -  восстановленная фазовая скорость 
для функции ошибки (4.2), а штрихпунктирной -  
для (4.3). На рис. 5е приведены аналогичные кри­
вые для групповой скорости. Можно сделать вы­
вод о вполне приемлемой точности определения
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скоростей, причем для (4.3) эта точность выше, 
чем для (4.2).

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
В данной работе получены следующие новые 

результаты:

I) Предложен новый метод, базирующийся на 
аппарате вейвлет-анализа и позволяющий опре­
делить в форме частотно-временных спектров 
следующие параметры эллиптичности поверхно­
стных волн: большую Я(/,/), малую г(/,/) полуось 
и угол наклона ©(/, / )  эллипса, фазовый сдвиг 
Дф</, / )  между двумя компонентами Sx(l) и Sy(t)
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двухкомпонентного сигнала и коэффициент эл­
липтичности р(г, / ) .  Эти параметры позволяют 
достаточно точно идентифицировать волну Рэлея 
на сейсмограммах.

2) Предложена модель, связывающая вейвлет- 
спектры двух комплексных сигналов Sf t )  и S2(t), 
полученных с двух многокомпонентных сейсмо­
приемников с удалением А с Параметрами моде­
ли являются: функция амплитудного затухания 
а ( /) ,  фазовая скорость Vp( f )  и групповая ско­
рость vg(f) .

3) Сформулирована задача нелинейной мини- 
мизации, при решенрги которой можно по двум 
имеющимся комплексным сигналам S,(r) и S2(t) 
определить с высокой точностью функции фазо­
вой и групповой скорости, а также функцию зату­
хания.

4) Комбинация предложенной задачи миними­
зации с методом определения эллиптических па­
раметров позволяет определить групповую, фа­
зовую скорости и функцию затухания для тех мод 
на исходных сейсмограммах, которые соответст­
вуют волнам Рэлея.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Deutsche Forschung Gemeinschaft (DFG) в рамках 
проекта DFG-1114 “Mathematical Methods in time 
series analysis and image processing”.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Бирюков С.В., Гуляев Ю.В., Крылов В.В., Плес- 
ский В.П. Поверхностные акустические волны в 
неоднородных средах. М.: Наука, 1991. 416 с.

2. Лялин А. Е., Пирожков В Л ., Степанов Р.Д. О рас­
пространении поверхностных волн в среде Коссе- 
ра // Акуст. журн. 1982. Т. 28. Вып. 6. С. 838-840.

3. Buttkus В. Spectral analysis and filter theorie in applied 
geophysics. Springer-Verlag Berlin. 2000.

4. Левшин АЛ., Яновская Т.Б.,Ландер А.В. и др. По­
верхностные сейсмические волны в горизонталь­
но-неоднородной земле. М.: Наука, 1986. 278 с.

5. Алказ В.Г., Онофраш Н.И., Перельберг А.И. По­
ляризационный анализ сейсмических колебаний. 
Кишинев: Штиинца. 1977. 110 с.

6. Rene R.M., Fitter J.L., Forsyth PM., Kim K.Y., Mur­
ray D.J., Walters J.K., WestermanJ.D. Multicomponent 
seismic studies using complex trace analysis // Geophy­
sics. 1986. V. 51. №6. P. 1235-1251.

7. Xia J., Miller R.D., Park C.B. Estimation of near-surface 
shear-wave velocity by inversion of Rayleigh waves // 
Geophysics. 1999. V. 64. № 3. P. 691-700.

8. Park C.B., Miller R.D., Xia J. Multichannel analysis of 
surface waves //Geophysics. 1999. V. 64. № 3. P. 800- 
808.

9. Deighan A.J., Watts D.R. Ground-roll suppression using 
the wavelet transform // Geophysics. 1997. V. 62. № 6. 
P. 1896-1903.

10. Holschneider M. Wavelets: an analysis tool. Oxford 
University Press. 1995.

11. Астафьева НМ. Вейвлет-анализ: основы теории и 
примеры применения // Успехи физических наук. 
1996. Т. 166. Вып. 11. С. 1145-1170.

12. Бендат Дж., Пирсол А. Прикладной анализ слу­
чайных данных. М.: Мир. 1989. 540 с.

13. Nakamura У. A  method for dynamic characteristics esti­
mation of subsurface using microtremor on the ground 
surface // Quarterly Report of Railway Technical Re­
search Institute. 1989. V. 30. № l. P. 25-33.

14. Press W.H.. Teukolsky S.A., Vetterling W.T., Flan­
nery B.P. Numerical recipe in c: the art of scientific 
computing. Cambridge University Press. 1992.
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Abstract—The paper is devoted to digital processing of multicomponent seismograms using the wavelet anal­
ysis. The goal of this processing is to identify Rayleigh surface elastic waves and detennine their properties. A 
new' method for calculating the ellipticity parameters of a W'ave in the fonn of a time-frequency spectrum is 
proposed, which offers w'ide possibilities for filtering seismic signals in order to suppress or extract the Ray­
leigh components. A model of dispersion and dissipation of elliptic weaves written in terms of wavelet spectra 
of complex (two-component) signals is also proposed. The model is used to formulate a nonlinear minimization 
problem that allows a high-accuracy calculation of the group and phase velocities and the attenuation factor for 
a propagating elliptic Rayleigh wave. All methods considered in the paper are illustrated with the use of test 
signals.
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