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Развивается метод решения задачи множественного рассеяния на совокупности тел в однородном 
безграничном пространстве. Для этого рассматривается задача о множественном рассеянии двух 
тел, находящихся в первичном поле плоской волны. Предполагаются известными исходные невоз­
мущенные амплитуды рассеяния каждого рассеивателя. Решение строится путем учета многократ­
ного перерассеяния плоских волн между рассеивателями. Получены интегральные уравнения, поз­
воляющие рассчитать результирующие амплитуды рассеяния каждого из них и совокупную ампли­
туду рассеяния системы, состоящей из двух рассеивателей. Показано, что решение этой задачи 
позволяет решить задачу о поле рассеяния произвольного числа рассеивателей. Приведены выра­
жения для амплитуды рассеяния в случае произвольного первичного поля. Продемонстрирована 
связь интегральных уравнений для задач о множественном рассеянии в однородном пространстве и 
о множественном рассеянии одиночного тела вблизи границы раздела. Приведены приближенные 
выражения для расчета амплитуды рассеяния при множественном рассеянии.

Задаче множественного рассеяния, когда в не­
котором первичном поле находится не менее двух 
рассеивателей, а их взаимным влиянием друг на 
друга (вторичным перерассеянием) пренебречь 
нельзя, посвящено большое число публикаций. 
Упомянем лишь некоторые из них [1-15]. Сюда 
же следует, очевидно, отнести и публикации, по­
священные задачам рассеяния, вызванного нали­
чием отражающих границ и неоднородностей 
среды. В этом случае для эффекта множествен­
ного рассеяния достаточно наличия одного рассе­
ивателя и границы раздела или неоднородности 
среды. Здесь упомянем также лишь некоторые 
публикации [16-24].

В работах [1-15] рассматривается однородное 
двух- или трехмерное пространство с помещен­
ными в поле некоторой первичной волны двумя и 
более рассеивателями. Решение ищется в виде 
суммы первичной волны и результирующих по­
лей всех рассеивателей. При этом накладываются 
необходимые краевые условия, а также условия 
излучения Зоммерфельда на бесконечности. Все 
поля раскладываются в ряды по сферическим или 
цилиндрическим функциям (в зависимости от раз­
мерности задачи) и с привлечением неких мето­
дов, например метода Т-матриц [2,6, 7, 10, 11, 13], 
либо теорем сложения для сферических и цилин­
дрических функций [4.5, 8 ,9  ], находятся неопреде­
ленные коэффициенты в разложениях полей рас­
сеяния. После чего может быть определена ампли­
туда рассеяния каждого рассеивателя. При таком 
подходе автоматически учитывается эффект мно­
жественного рассеивания.

Эффект множественного рассеивания возника­
ет и при наличии границ раздела. Так, в работе [20] 
рассматривается задача о поле рассеяния сферы, 
находящейся у акустически мягкой границы, ко­
торая сводится авторами к задаче о множествен­
ном рассеянии двух сфер в однородном простран­
стве [8].

В целом, несмотря на прозрачный формализм, 
описанный подход решения задачи множествен­
ного рассеяния на нескольких телах не лишен не­
достатков. Во-первых, необходимо рассчитывать 
в общем случае счетное множество искомых ко­
эффициентов в разложениях полей. Во-вторых, 
эта процедура резко усложняется с ростом числа 
рассеивателей.

В настоящей работе для решения задачи мно­
жественного рассеяния на нескольких телах пред­
лагается альтернативный подход, заключающий­
ся в учете многократно переотраженных (пере- 
рассеянных) между телами плоских волн. Учет 
псрерассеянных плоских волн осуществляется с 
помощью использования невозмущенных ампли­
туд рассеяния каждого из тел, что приводит к ин­
тегральным уравнениям, позволяющим вычис­
лять возмущенные амплитуды рассеяния через 
невозмущенные. Ранее сходная методика была 
применена автором при решении задач расчета 
результирующего рассеяния протяженных излу­
чателей и рассеивателей в условиях влияния гра­
ниц раздела и слоистой неоднородности среды 
[25-27]. Единственное ограничение подхода за­
ключается в том. что должны быть известны не­
возмущенные амплитуды рассеяния тел, однако
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это требование не представляется чрезмерным, 
т.к. рассеиватель характеризуется прежде всего 
именно амплитудой рассеяния в условиях одно­
родной безграничной среды при отсутствии по­
сторонних тел.

Рассмотрим задачу в однородной трехмерной 
безграничной среде. Рассмотрение начнем с прос­
того частного случая, когда единственный рассе­
иватель с центром в точке (л'0, у0, г0) находится в 
первичном поле звукопрозрачного направленно­
го источника, находящегося в начале координат. 
Поле излучателя вычисляется из выражения [25]

D( k j
а exp(ikmx)dkxdky9 т

Здесь к, = (кх> ку9 а ) и к2 = (кх, ку, - а )  -  сопряжен­

ные волновые векторы; а  = (к2 -  к] -  к2у)1/2; к -
волновое число; х = (л% у, z)\ т = 1 соответствует 
нолю в верхнем полупространстве z  ^ 0, т = 2 -  в 
нижнем полупространстве z< 0; D{кт) -  диаграмма 
направленности (дн) источника, рассматриваемая 
на всей плоскости кх, ку и связанная с общепринятой

дн D(0, ф), рассматриваемой в круге к\ + ку < к2
(области видимости), соотношениями (см., напри­
мер [25])

0 (0 , ф) = D (k x)
►

£ > (л -0 , ф) = D (k2).
0 е  |(), л /2].

ф е  10,2л], а  е  [к, 0].

Здесь 0, ф -  сферические углы; а  = &cos0; кх = 
= ^совф; ку = £вшф; £, = A'sinG; % =- (кх, ку) = (£, ф) -  
горизонтальная проекция волнового вектора.

Рассеиватель будем характеризовать по анало­
гии с излучателем функцией, описывающей его 
направленные свойства. Эту функцию двух век­
торных аргументов Тпт (к/, kv), tu rn = 1,2, принято 
называть амплитудой рассеяния (АР), где к/, кЛ -  
характеризуют волновой вектор соответственно 
падающей и рассеянной плоской волны. Физичес­
ки эта функция описывает спектр плоских волн
Тпт (к/, kt)exp(/k?x) отклика рассеивателя с цент­
ром в начале координат на падение плоской вол­
ны expO'k/Х) единичной амплитуды и нулевой фа­
зы в точке геометрического центра рассеивателя. 
Нижний индекс т = 1,2 характеризует направле­
ние движения падающей плоской волны: т = 1 -  
волна движется в сторону возрастания z (т.е. сни­
зу вверх), т  = 2 -  в сторону уменьшения г (сверху 
вниз). Индекс п характеризует направление рас­
сеяния: п = 1 -  рассматривается рассеяние вверх 
(значение +сх), /7 = 2 -  рассеяние вниз (-а). Рассмат­
риваются области определения как внутри, так и

вне области видимости. Отметим, что в случае, 
когда на рассеиватель с центром в точке х0 = 
= (-vo*.vo* zo) падает плоская волна Аехр(/кх), где 
Л = const, рассеиватель возбуждает спектр плос­
ких волн Аехр(/к/х)7^ (к/, kv)exp(/k?(x -  Xq)).

В случае, когда центр рассеивателя находится 
в точке Xq и  его АР известна, поле рассеяния us 
описывается выражением типа (1) [25]

х  exp(/k ,(x -  \ 0))dksxdksy.

Последнее выражение можно использовать для 
математического определения АР, а именно: АР 
рассеивателя с центром в точке х() при падении на 
него плоской волны ехр(/к,(х -  х<)»  единичной 
амплитуды и нулевой фазы в центре рассеивателя

есть соответствующий спектр рассеянных плос­
ких волн нулевой фазы относительно центра в 
представлении поля рассеяния в виде (3). Как бу­
дет видно из выражений (5)-(7), АР в сферичес­
кой системе координат представляет собой амп­
литуду переноса нулевого приближения в геомет­
рооптическом представлении поля рассеяния (3).

В случае, когда первичное поле типа (1) созда­
ется направленным источником (т.е. представля­
ет собой совокупность плоских волн) с центром в 
начале координат, а рассеиватель находится в
точке (л'0, у0, z0), т о  результирующая АР Тп (kv, Xq) 
может быть найдена с помощью техники, изло­
женной в [25], и имеет вид

Тп( К  *о)
i f Г>(к,)7̂ ,(кЛ к,)_ 

2л J а,

х  exp(ikiX0)dklxdkly, п = 1,2.

Асимптотическая оценка интеграла (4) аналогич­
но тому, как это делалось в [251, дает следующее 
представление

Т (/?о, 0о> Фо> Ф*) —

= ехр(!*/?„)у  А,(0О. фр, 0,. ф,)

R» h  <-kR o)‘

A i+  i(9 o -  Фо. Ф,-) =

= Z.( Л,(0О, ф0, 0.,, ф.()|(0о, фо,/),

^ о ( 0 о ,  Фо- в „  ф() =

= D (0„, ф0) Т ( 0 О, ф„, 0„ фЛ).

(6)

( 7 )
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Здесь L -  оператор, определяемый выражением

ц ч  к е , ф ,о
м е,ф + / ( / + 1)

2 i ( /+ D
|W ,< p);

7 ’ и Т  -  результирующая и обычная (невозму­
щенная) АР соответственно в сферической систе­
ме координат; (R0, 90, ф0) -  сферические коорди­
наты точки (л'о, >’0, zq)9 (Rs, 0iY, (pv) -  сферические ко­
ординаты относительно точки (x0, у0, ю) (центра 
рассеивателя); Ае ф — оператор Бельтрами на сфе­
ре (угловая часть лапласиана).

Представления (5)-(8) позволяют легко проана­
лизировать ошибки при вычислениях реальной АР 
в виде конечной суммы. Так, в зоне Фраунгофера 
можно ограничиться нулевым приближением

7 (R 0, 0О, ф0, 05, ф5) = 

ко \IcRqS

что соответствует представлению о том, что поле 
источника в точке рассеивателя представляет со­

бой плоскую волну с весом 0 (0 0 . Фо) exp (ikR0).

Суммарное поле рассеивателя с АР вида (4) не­
обходимо рассчитывать с помощью выражения (3)
после соответствующей замены А Р 7* (k,, ку) на
АР (4) с привязкой начала координат к центру 
рассеивателя, после чего может быть получено 
геометрооптическое представление вида (5)-(7). 
То же относится и к нулевому приближению (9), 
для которого поле рассеяния в виде (5)-(7) равно

М*„е„ Rо

^ ехр(|*/гл) ^ Л,(6,.фд)
R$ 1 = 0

А/+1(0„Ф,) = Ш /(0 *  ф,)1(0* Ф* /), (11)

AO(0S. Фл) = 0(0о. Фо)7"(0о, Фо, 9,, Ф.,). (12)
Если теперь уже в (10)—(12) ограничиться нуле­
вым приближением, то получим лучевую версию 
рассеяния: луч, вышедший из направленного ис­
точника в сторону рассеивателя под углами 0О, ф0 
в системе координат источника, взвешивается его 
диаграммой направленности 7>(0О, ф()), достигает 
рассеивателя в точке (/?0, 0(), ф0), отражается под 
углами 0?, ф5 относительно рассеивателя, одно­
временно взвешиваясь АР и, достигая точки 
{Rs, 0У, фу) в системе координат рассеивателя, при­
обретает амплитуду, равную члену ряда (10) с ин­
дексом / = 0.

Рассмотрим далее случай, когда в однородном 
пространстве расположено два рассеивателя S{ и 
S2 с соответствующими исходными (невозмущен­
ными) АР (когда их влияние друг на друга исклю­
чено) 1 T lm (k /? к*) и гТт (к /, к,.). Пусть центр первого

расположен в точке 10, 0, ~  J, второго -  в точке

. Будем рассматривать суммарное поле

рассеяния в случае падения на указанную пару 
рассеивателей плоской волны ехр(/к/х), распро­
страняющейся для определенности в сторону воз­
растания г, т.е. снизу вверх. Поле ищется сумми­
рованием многократно рассеянных плоских волн 
(принцип суперпозиции уместен, т.к. каждой па­
дающей плоской волне соответствует своя сово­
купность рассеянных волн, которые вместе с па­
дающей обеспечивают выполнение граничных 
условий на рассеивателе, и так для всех пар пада­
ющих плоских волн и соответствующих им рассе­
янных волн). Отметим, кроме того, что построен­
ное таким образом решение является единствен­
ным в силу единственности составляющих его 
слагаемых, начиная с первичных полей рассея­
ния, что определяется выбором соответствую­
щих условий излучения Зоммерфельда.

Обозначим результирующие АР (т.е. после 

всех переотражений) соответственно 17=7 (к /, к ?) и

~Т\ (к /, к ?). Рассмотрим, например, процесс форми­
рования результирующей АР S{ в верхней полусфе­

ре, т.е. 1f \  (к /, k s). Происходит следующее. Плоская 
волна expO'k/Х), распространившись мимо рассеива­
телей S{ и S2, вызовет на них первичные поля рассе­

яния,

и 2Т[ (к/, k ^ e x p ^ /a ^ j , которые и окажут влияние 

на формирование интересующей нас результиру­

ющей АР хт\ (к /, к ,)  (множителиe x p |± m ,y j  отве­

чают фазе падающей плоской волны соответст­
венно на S2 и 5j). Поясним это на примере первич­

ного рассеянного поля с АР 17[ (к/, кд.)ехр( - / а ,—

Это поле, порожденное плоской волной на 5,, 
распространяется вверх, достигает S2, переотра- 
жается от него, идет далее вниз, переотражается 
от порождая первую добавку к АР, снова идет 
вверх и т.д. до бесконечности. В итоге формиру­

ется составляющая \т\(k,, к у) результирующей
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АР VJ (к/, к5)у обусловленная первичным рассеян­

ным полем на 5, с АР lT\ (kh kv) e x p ^ a ,y j . Ана­

логично формируется составляющая \ t \  (kz, kv) ре­

зультирующей АР '/'1 (ку, кД вызванная первич­

ным рассеянным на S2 полем “7̂  (к,, к Д ех р ш а ,^ :

первичное ноле ~т\ (к/, k^ exp^ /a^ j на S2 распро­

странится вниз, переотразится от 5Ь вызвав свою

первую добавку к (k h k s)9 затем пойдет вверх, 
снова переотразится от S2 и т.д. до бесконечности. 
Таким образом, необходимо вычислить сумму

Т \(к/, к5) — \T \(k t> ks) + 2T\(kh к5). (13)

Используя выражение (4) для расчетов вторич­
ных АР и действуя совершенно идентично тому, 
как это проделывалось в случае, когда роль второ­
го рассеивателя играла граница раздела, АР кото­
рой служил коэффициент отражения [25], полу­
чим следующие представления

i7~i(k„ К)
ехр(-гсс,г0/2)

= 2 (A i)Y 7 - ! ] (k * k ,)  =
п = О

= (/-A lr'lV , ](k„k,).
(И )

'2 T \ ( k „ k s )  = 2 ( ' 4i)"[1̂ H k/,ks) =
п = О

= ( / - A .V V t l K ^ k , ) ,

(15)

i- i
где ТI (k,, kv) определяется выражением

17*1 (кЛ ks) = e x p f /a ,^ lJ -x
2 }2ji

х
1

R

1̂ 17|(к/, k„)][ 7'2(k„, k9)]
(16)

a
exP(ia nZo)dknxdknr

n

а оператор Л, определяется следующим образом

2
A )[T ](kh к5) = ( ± Х х

.. ff г2г|(кп,кт)Г(к„кл). 4J; Jf J J -- -------a------------exp (i anz0)dknxdkny x  (17)
R 2 r 2

/

x exp (j anZo)dkmxdkmy.am

Как видно из (17), оператор Л\ вычисляет добав­

ку к АР lf \ (к/, k s) за один цикл: рассеянная на S{ 
волна достигает S2, переотражается обратно, до­
стигает 5, и вызывает очередное приращение АР

(к/, kv). Заметим, что учет конечного числа чле­
нов рядов (14), (15) может быть использован для 
приближенного вычисления составляющих АР.

Формально ряды Неймана (14), (15) сходятся, 
когда норма оператора (17) меньше единицы. Од­
нако из физических соображений ясно, что соот­
ветствующие составляющие результирующей АР 
по построению единственного решения представ­
ляют собой именно ряды типа (14), (15), т.к. эти 
ряды лишь отражают физику происходящих про­
цессов и представляют собой решение, альтерна­
тивное описанному в работах [1-15]. Справедли­
вым это должно остаться и в условиях наличия 
резонансных явлений при одиночном и множест­
венном рассеянии [9, 13].

Для сходящихся рядов (14), (15) можно обра­
тить оператор ( / -  А [ )-1 стандартным образом, по­
сле чего получаем интегральные уравнения для 
определения составляющих результирующей АР

Т\ (к/, к5)

(/-А,')[!7-!](к„кл) = '^(к,, k,)exp(-/a(| j ,  (18) 

(/-А!)[2^](к„к5) = ’t!(k„k,), (19)

где оператор А\ определяется из (17).
Отметим, что после определения величины ре­

зультирующей АР 1Т\ (к/, к5) рассеивателя S{ легко
2—1

получить результирующую АР Г, (к/, кд.) рассеи­
вателя S2. Для этого, как легко заметить, к первич­

ной составляющей ~т\ (к/, ks)exp( i a ^  ], вызванной

падением первичной плоской волны, необходимо 
добавить составляющую, вызванную рассеянием 
на S2 суммарного поля рассеяния рассеивателя 5, с

результирующей А Р 'f[(k /, kv). Или в оконча­
тельном виде

T,'(k;,k v) = T !(k ,.k ,)e x p (/a /| ' |  +

2̂ 1 1=1
+

1 f T ;(k m,k s) r ,(k „  k„)
(20)

s i (X
exp ( / anZo )dknxdkny.

r
R*

Поступая совершенно аналогично, найдем со­
ответствующие интегральные уравнения для
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М  (к „  k j )  И 2П (к,, к 5)  , являющихся составляющи- ний, при этом выражения (22), (23) примут соот- 
ми результирующей АР ветственно вид

М(к„ к,) = ]т\(к„ к,) + \т\(к„ ks) (2 1 )
рассеивателя S2 в нижнем полупространстве 

(/-Л 22)[*77Нк,,к5) = ^ ( k .k j e x p ^ l ’], (22)

U - A \ ) [  ̂ ] (к лк5) = 27 (̂к;,к,), (23)

где ft (к,, к?)/, к5) определяется выражением

f i ( k „ k s) = e x p ( - ( a /^ j ^ x

X J
? 1̂ 1Г7](к„, kf)][T(k* к,,)]

a exp (ia nz0)dknxdkny,
п

а оператор А~2 [7](к;, к,.) равен

(/-А 22)[^ |(к„к5) = 27'2(к,) k s.)exp^ -/a;^ j ,  (22а)

U - A 22n l? 2 ](k„ks) = 27^(к„к,). (23а)

Таким образом получены все выражения для 
определения результирующих А Р двух рассеива­

телей ’Т? (к/, к ,)  и “Т? (к л к ,) ,  /, и =  1,2. Такая ин­
формация является безусловно полезной хотя бы 
для того, чтобы судить о степени возмущения ис­
ходных АР.

Однако в тех случаях, когда возмущением АР 
пренебречь нельзя, практически более сущест­
венной является, по-видимому, информация о со­
вокупной АР системы, состоящей из рассматри­
ваемых двух рассеивателей. Последнюю легко 
получить, пользуясь выражением (3) и принци­
пом суперпозиции. Окончательно имеем для со­

вокупной АР 77 (к/, k s)

• \2
A22m(k„ks) = к У  X

x J J
'т 12(К , km)T(k„ к„)

a e x p ( i a nZo)dknxdk пу
R2 R2

п
х (24)

х
:77(кт, к,)

a exp(/amz0)^  mx d k mr
m

7')(k/, к,) = v;(k(, k je x p ^ a ^ j

+ Т;(к„ kJexpf-Za,^

_

77(k„ k,) = ‘77(k;, ks)exp(-iaŝ  ] +

+ 277(k,. ks)expf/asy j

, / =  1,2.(26)

Результирующая АР рассеивателя 5, в нижнем 
полупространстве определяется из выражения

(25)['?1(k„,k,)]t2̂ (k(.kJ] .................
--------------------------------- exp (/ a nz0)dknxdkny

a n

Пусть теперь первичная волна распространяет­
ся сверху вниз. Тогда останутся верными все выра­
жения (13М 25), если в них произвести следующие 
изменения. Первичные ноля будут соответственно

‘77(к„ kt) e x p ( /a ,^  и 277(к,. ks) e x p j - /a , | j . Да-

лее в выражениях (13Н 25) во всех функциях АР, 
содержащих аргумент к/, необходимо правый 
нижний индекс в обозначении функции поменять 
с 1 на 2, а во всех экспонентах, содержащих а,, по­
менять знак на противоположный. Все остальные 
обозначения и выражения останутся без измене-

Подставляя (26) в выражение (4) либо в (5Н 7), 
можно вычислить совокупную АР при облучении 
системы рассеивателей направленным источни­
ком с полем (1). При этом очевидно, что центр 
системы рассеивателей находится посредине меж­
ду центрами обоих рассеивателей.

Умение вычислять совокупную АР 77 (k,, kv) 
системы, состоящей из двух рассеивателей, поз­
воляет последовательно решить задачу о N рассе­
ивателях. А именно: сначала рассматривается 
система из двух рассеивателей, находится их сово­
купная АР, и оба рассеивателя заменяются одним, 
фиктивным, который обладает их совокупной АР 
с центром, лежащим посредине между центрами 
исходных рассеивателей. Затем рассматривается 
система рассеивателей, состоящая из третьего 
рассеивателя и описанного фиктивного, находится 
их совокупная АР и т.д., пока не будут исчерпаны 
все рассеиватели и не найдена единая совокупная 
АР всех N рассеивателей. Правомерность описан­
ной итерационной процедуры следует из принципа 
суперпозиции.
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Рассмотрим далее некоторые частные случаи. 
Представляет интерес получить из вышеприве­
денных выражений полученные ранее в [25, 26] 
результаты для случая, когда одним из рассеива­
телей является отражающая плоскость (плоская 
граница раздела), для которой в приложении 1 по­
лучено выражение для АР. Подставляя выраже­

ние (П 1) для АР 7 ] (к/, кЛ) отражающей плоскости 
в выражения ( 16>—(20), получим приведенные в 
[25, 26] интегральные уравнения для случая рас­
сеивателя у плоской отражающей границы.

Рассмотрим далее случай, когда в поле плос­
кой первичной волны по-прежнему находятся два 
рассеивателя. При этом ограничимся ситуацией, 
когда можно принять допущение, что рассеиватели 
находятся относительно друг друга в зоне Фраунго­
фера. Тогда можно воспользоваться выражением 
(9) для расчета АР рассеивателя, находящегося в 
первичном поле рассеяния другого рассеивателя и 
далее вычислить результирующие АР. Для полу­
чения выражений в общем виде примем, что цен­
тры рассеивателей находятся соответственно в 
точках rj и г2 относительно начала координат.

Плоская первичная волна ехр(/к,х), идущая сни­
зу вверх, вызовет на рассеивателях 5, и S2 два невоз­
мущенных рассеянных поля с АР соответственно 
'Г(0„ ф,. 0Ь., фи)ехр(/к,г,) и 2Т (%  ф„ 02л, ф2!)ехр(гк,г2) 
(АР представлены в сферических координатах. 
0i?, фis» 0 2 .Р Ф2л -  сферические углы относительно 
центров рассеивателей). Как показано выше, 
каждое из этих первичных рассеянных полей будет 
принимать участие в формировании результирую­
щих рассеянных полей обоих рассеивателей. Полу­

чим приближение, например, для 1Т  (0,, ф,, 01?, ф)л),

0и . Как нетрудно увидеть, вычисление

последней АР распадается в этом случае на вы­
числение двух геометрических прогрессий для со­

ставляющих ]т  = ! г  + 2  Т

_ <exp(ifc|r, -  г2|)у  
q V ki — r2|

1̂ ,х  I T  (0 U -  0(2_ 1)s, ф,/ -  ф(2-1)5» ®15» Ф1 5 )] x
2 ,̂ (29)

X [ T'(Q2I -  0(1-2)5» Ф2 / “ Ф( 1 - 2)5»

®25 = 9(2-l).v’ Ф2л = Ф(2-!)$)]•
Здесь (0 (1_ 2 v , Фи- 2)*) И (0(2 - Щ ,  ф(2 - 1> )  -  угловые 
координаты центра второго рассеивателя относи­
тельно центра первого рассеивателя и центра 
первого рассеивателя относительно центра вто­
рого соответственно. Полагая справедливым ус­
ловие |с/| < 1, получим для результирующей АР

1-Г(0г, ф„ 0Ы Ф,5) = е 1 5  е [о, | ] .  (30)

Используя (20), получаем для 02t е  [о, ^ j

ТЧ0/, фу, 02,, ф25) = ~T'(Qh Ф„ 02„ Ф25)ехр (/к ,г2) +

+ [ Т”(02/ -  0(1 -2)5’ Ф21 ~  Ф(1-2)5» 025» Ф2 5)] X
I- (31)

х [ Т  (0/, ф/, 0JS — 0(, _ 2)*> Ф\5 ~ Ф( 1 - 2)s)] X
ехр(/А:|г, - г 2|)

Г, -  г

В выражениях (30), (31) ф1я ф2, € [0, 2л]. Анало­
гично находятся результирующие АР в оставшей­

ся области определения 0,

Т  ( 0 / ,  ф /, 0 2>9, ф 2л)  -

1̂ ..

Гк 1
L2’

■ я .

Й01 + «02
1 - ч

01» Фи:

(32)

+ [ 7"(01/ -  0(2- 1)5* Фи -  Ф(2-1)5> 015» Ф5)1 Х
2 ,̂

(33)
х  [ Т'( 0/, ф/, 0 25 -  0(2-1)5» Ф25 -  Ф(2 -  1)̂ )1 Х

,‘,Г(0„ ф„ 0Ь, ф„) = ,qm, I =  1,2,
ш = 0

Т  (0/, ф/, 0 |iS, ф1,)ех р (/к ,г | );

(27)

а02 = ехр(/к1г2)[2Г (0 „ ф „ 0 (2_,)5., Ф<2_1)5) ] х

Х f Т (01/ = 0(2-1),» Фи = Ф(2-1)» 01» Фи)1 Х (28)
ехр(/'А|г1 -  г2|)

X  j  j  ,

Г1 " Г2

Здесь

Фи — Ф(2- 1)5» 015 -  0(1 -2)л» Ф15 “  Ф(1 - 2 )5 ) ] Х (34)

х  [ 7 ^ ( 0 2 /  -  0(1-2)/»  Ф 2 / -  Ф ( 1  - 2 )/» 02л» ф2л)1»
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Ooi = 'П 9 ,,  <рл 02s, <р2,)ехр (/к ,г2); (35)

« 0 2  = exp(*k1r 1) x

x  f T'(Q2I = 0(i_2)s> Ф21 = Ф(1 - 2)х> ®2s> Фзл)] X .
(36)

X [ T(Q h Ф/, 0 Is = 0(1 _ 2)5’ <Pl5 = Ф(1 - 2)i)] X

ехр(/Л|г, -  г2|)
X  | | .

1Г1“ Г2|
Отметим, что в (30), (32) первые слагаемые в чис­
лителях представляют собой соответствующие 
невозмущенные АР, взвешенные фазовыми мно­
жителями. Выражения для случая, когда плоская 
первичная волна набегает на рассеиватели сверху 
вниз, получаются из (27)-(36), если во всех экспо­
нентах, содержащих kl9 сделать замену на к2.

Пусть точка С -  центр отрезка, соединяющего 
центры рассеивателей, R {, R2, R c~  расстояния, от­
считываемые соответственно из центров первого 
и второго рассеивателей, а также из точки С  в 
точку наблюдения. Тогда, при условии /?,. /?2, Rc >  
>  |г2 -  гф имеем в и  «  0^ « 0„ ф!х *  ** ф5» и поле
рассеяния т-го рассеивателя равно

(mT (9 h ф„ 05, ф ,)ехрН Л К сгЛ) х 

exp (ikR c )

иms
(37)

R.
т = 1,2.

Здесь /?с, 05, фЛ -  сферические координаты точки

Rcнаблюдения относительно точки С; Rc и Rc =
R.

соответственно вектор, соединяющий точку С  с 
точкой наблюдения, и единичный вектор, колли- 
неарный ему; г, = (г, -  г2)/2, г2 = (г2 -  гД/2. Сум­
мируя поля (37), получаем для АР совокупного 
рассеивателя с центром в точке С, состоящего из 
двух рассмотренных рассеивателей (что согласу­
ется с (26)),

п е„ ф„ е„ ф.,) -  г (6,, <р„ в,, <ps) х
7 — (38)

х exp(-/A:Rcf,) + "Г(0„ ф„ 0S, фДехр(-/Ш сГ2)-

щем поле друг друга при условии, что известны 
невозмущенные АР рассеивателей. Это в свою 
очередь позволяет организовать процедуру учета 
множественного рассеяния на трех и более телах. 
Кроме того, получены нулевые геометрооптичес­
кие приближения результирующих АР для слу­
чая, когда рассеиватели находятся в зоне Фраун­
гофера относительно друг друга. Приведенные 
выражения позволяют достаточно просто решать 
аналогичные задачи учета влияния границ разде­
ла и неоднородностей на результирующие АР.

Изложенный метод, дающий те же, но лишь в 
других терминах, решения задачи множественно­
го рассеяния, что и методы, изложенные в [1-15], 
еще раз подчеркивает, что АР является отнюдь 
не только и не столько характеристикой дальнего 
поля, а заключает в себе исчерпывающую ин­
формацию о поле в любой точке вне рассеивате­
лей. Кроме того, изложенный метод позволяет 
при наличии банка данных невозмущенных АР 
рассеивателей легко конструировать решение за­
дач множественного рассеяния с произвольной 
конфигурацией рассеивателей в отличие от аль­
тернативного подхода, где решение каждый раз 
нужно строить заново.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1.
АМПЛИТУДА РАССЕЯНИЯ ПЛОСКОЙ 

ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА

Пусть в однородном пространстве плоскость 
z = 0 служит границей раздела однородного ниж­
него полупространства z < 0 и верхнего слоисто­
неоднородного полупространства z > 0. При паде­
нии плоской волны exp(i(klxx  + к!уу  + a,z)) из ниж­
него полупространства на границу раздела в нем 
образуется отраженная от этой границы плоская 
волна V(ot/)exp(Цк^х + klyy  -  ct/z)), где V(at) -  коэф- 
фициент отражения от границы. Для вычисления 
АР отражающей плоскости формально восполь­
зуемся выражением (3). Учитывая, что рассеян­
ное поле в этом случае равно

Очевидно, что после нахождения АР (38) легко 
реализуется процедура по учету третьего рассеи­
вателя (и далее до исчерпания всех рассеивате­
лей). Первые два при этом характеризуются АР  
(38) и центром в точке С и т.д.

Таким образом, в работе получены точные 
выражения (интегральные уравнения), позволя­
ющие в общем виде рассчитывать результирую­
щие АР двух рассеивателей в условиях, когда они 
находятся в поле первичной волны и в возмущаю-

иДх, k/) = V (a/)exp(i(A:/xx + klyy -  a t z ) ) *  

перепишем (3) в виде

V (a,)exp (i(k lxx  + к,уу  -  a ,z)) =

exp(i(k„x + kS},y -  a sz))dksxdksy.
i fH(k„k,

2л J a .
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Анализ последнего выражения показывает, что 
АР отражающей плоскости равна

= ^ V ( a . l)ct.i5(k,x - k sx)8 (k I - k sv) =l
Ш1)

= — V(a5)a М к !х -  кзх)Ь(к1у -  ksy).

Здесь использовано фильтрующее свойство 
5-функций.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2.
АМПЛИТУДЫ РАССЕЯНИЯ 

ТРЕХ БЛИЗЛЕЖАЩИХ СФЕР 
С ОДНОРОДНЫМ УСЛОВИЕМ ДИРИХЛЕ

НА ГРАНИЦАХ
Пусть задано три идентичных сферических 

рассеивателя Sm, т = 1, 2, 3, с однородными усло­
виями Дирихле на поверхности (абсолютно мяг­
кие границы) радиусом R0. Центры сфер находят­

ся соответственно в точках и

(х = г0, 0, 0). Невозмущенная АР подобной сферы 
в низкочастотном приближении с точностью до 
0(кг) приведена в работе [28, с. 86]:

т ,  Ф„ е 4, ф,)  =

= А + S(cos0,cos0f + sin0/sin04.cos((p,-(pi.)), (П.2)

- R 0 + ^ k 2R l + ikR 20; B = - k 2R l

При переходе в интегралах типа (17) к сфери­
ческой системе координат clkxdky = ф = 
= £2sin0cos0</0<Ap = Aasin0(r/0J<p, пределы интегри­
рования меняются следующим образом: кх, ку е

е  R2 [0, 2л]. Элементарные

вычисления дают [25]:

77(0,, ф„ 0„ (ps) = Т '2 (0/, <р„ 05, фА) = 

= А + б(—cos0/cos0v+ sin0/sin0icos((p/ -  срч))

т\'(в „ ф„ 0 .5, <pj = г;2(0 „ф„0 .„ф5) =
= А  + Z?(cos0/cos05 + sinO^sin 0vcos (ср; — (ps))

(П.З)

Ф /,<Р,е 10,2л]; 0 ,  0Л €

Здесь 0/, ф/, 0?, фу -  сферические координаты век­
торов к/ и ку соответственно на сфере радиусом к 
в пространстве (кх> ку, kz) при изменении q е  [0, «>). 
После подстановки (П.З) в интегралы типа (16), 
(17) и далее могут быть точно вычислены резуль­
тирующие АР для сфер. При использовании при­
ближенных выражений (27)-(36) при вычислении 
АР в них необходимо подставлять значения не­
возмущенных выражений для АР.

Проведем вычисления для трех сфер при паде­
нии плоской волны с углами 0/ = л/2, ф, = 0. Оце­

ним величину совокупной А Р Т  , например, в на- 
правленш! 0Т = л/2, фд. = 0, совпадающем с направле­
нием падения первичной волны. Это интересно еще 
и потому, что справедливо соотношение [28, с. 69] 

4 л —
Q = 1 т Г  (0/, Ф/, 6* = 0/, ф, = Ф/), где Q -  полное

поперечное сечение рассеяния. Вначале из (30), 
(27>-(29) и (П.2) вычислим совокупную АР

рассеивателей ^  и 52 для прямого

рассеяния и -  для обратного рассе­

яния

л а  + в  + а 2$
~ \ - Р 2Л (Л -В ) ’

л а - в  + а 2$
~\ - Р 2Л (Л -В ) ’

(П4)

где Р = ехр № о)
Zo

Примем (П.4) за невозмущсн-

ные значения АР совокупного рассеивателя с 
центром в начале координат, заменяющего два 
первых рассеивателя. Далее, вновь используя (30) 
и (27Н29), а также (П.4) и (П.2) для расчетов невоз­
мущенных АР совокупного и третьего рассеивате­

лей, вычислим результирующую АР

для совокупного рассеивателя

1,2Т '{% О, 5  о )  + exp(/A:z0)p(A -  £ ) [ ' 2г ( |  я, 5  0

1 - P 2( A - S ) p ’2r ( 5  я, 5  о ]]
(П.5)
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и с помощью (32), (34)-(36), (П.4) и (П.2) вычис­
лим результирующую АР рассеивателя 53

Щ о , 5  о |  =
(П.6)

e \p ( ik z0)(A  + В) + Р(Д + В )[1,2г ( | ,  0, |  ()]

1 - р  ~{А + В) П . 2 т , ( п  „  Л  Л 1

L г *> у 1°JJ
После этого значение совокупной АР всей системы

рассеивателей относительно точки \̂ х 

находится из (38)

г (0 ,,  ф,-, e s, Ф5) = 1,2Г(5 0,5 o]exp[i*|
(П.7)

Отметим, что выражения (П.5)-(П.7) при г0 — ► °° 
сводятся к соответствующим выражениям, полу­
ченным без учета множественного рассеяния.
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Method for Solving the Problems of Multiple Scattering by Several Bodies
in a Homogeneous Unbounded Medium

В. P. Sharfarets
Ul. Kubinskaya 14-70. St. Petersburg. 125128 Russia 

e-mail: sharg@mail.rcom.ru

Abstract—A method is developed for solving the problems of multiple scattering by an aggregate of bodies in 
a homogeneous unbounded medium. For this purpose, the problem on the multiple scattering produced by two 
bodies in the field of a plane wave is first considered under the assumption that the initial unperturbed scattering 
amplitudes of both scatterers are known. The solution is constructed by considering plane w'aves multiply res­
cattered by the scatterers. Integral equations are obtained that allow one to calculate the resulting scattering am­
plitude of each scatterer and the combined scattering amplitude of the system of two scatterers. It is shown that 
the knowledge of the solution to this problem is sufficient to solve the problem on the scattering field of a sys­
tem consisting of an arbitrary number of scatterers. Expressions for the scattering amplitude in the case of an 
arbitrary primary field are presented. The relationship between the integral equations describing the multiple 
scattering in a homogeneous space and the multiple scattering by a single scatterer located near an interface is 
demonstrated. Approximate expressions are given for calculating the scattering amplitude in the case of multi­
ple scattering.
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