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Рассматривается распространение звуковой волны высокой интенсивности в неконсолидированной 
среде. Диссипативные эффекты учитываются на основе теории Букингема для релаксационного 
поглощения звука в водонасыщенных осадках. Получено нелинейное уравнение для среды с релак­
сацией и проанализированы его решения. Вторая гармоника в такой среде спадает также как линей­
ная звуковая волна той же частоты. Стационарный профиль ударной волны имеет особую форму, 
обусловленную релаксационными эффектами.

ВВЕДЕНИЕ

Изменение формы звуковых волн высокой ин­
тенсивности определяется, в основном, нелиней­
ными и диссипативными эффектами. Если исход­
ная синусоидальная волна достаточно интенсивна, 
то происходит постепенное увеличение крутизны 
ее фронта, что приводит к появлению разрывов 
на каждом периоде волны. С другой стороны, 
влияние диссипативных процессов стремится 
сгладить волновой профиль, уменьшая градиен­
ты скорости и температуры. Таким образом, в 
процессе распространения интенсивной волны ее 
профиль формируется в результате баланса не­
линейных и диссипативных эффектов. Распро­
странение волн в нелинейной среде при наличии 
вязкости и теплопроводности, приводящих к зату­
ханию, квадратично зависящему от частоты, уже 
рассматривалось как теоретически, так и экспе­
риментально (см., например, [1]). Позднее Букин­
гем [2] развил теорию распространения звука в 
среде с памятью, когда уменьшение уровня 
напряжения в среде определяется его значением в 
данный момент времени в соответствии с уравне­
нием релаксации. Такая среда может рассматри­
ваться как модель водонасыщенных морских 
осадков [3]. Волновое уравнение в этом случае со­
держит новый диссипативный член, описываю­
щий внутренние потери, возникающие при кон­
такте между гранулами. Согласно этой теории, 
коэффициент затухания звука будет зависеть от 
частоты в первой степени. Такую же линейную 
зависимость от частоты обычно имеет коэффи­

циент поглощения звука в морских осадках [4, 5]. 
Степенной закон для частотной зависимости за­
тухания имеет место также во многих биологиче­
ских тканях [6]. Баланс нелинейности и диссипа­
ции в такой среде имеет характерные особеннос­
ти, которые наблюдались в эксперименте, 
обсуждаемом в [7]. Некоторые из этих особенно­
стей рассматриваются в настоящей статье.

ЭВОЛЮЦИОННОЕ УРАВНЕНИЕ

Единая теория распространения звука в насы­
щенных морских осадках развивается на основе 
линейного волнового уравнения, которое включа­
ет в себя новый диссипативный член, описываю­
щий внутренние потери, возникающие в результа­
те контактов между гранулами. Неконсолидиро­
ванные осадки рассматриваются как двухфазная 
среда, состоящая из минеральных частиц и воды, 
но не имеющая жесткой структуры. Наш анализ 
основывается на решении одномерного линейно­
го волнового уравнения, в котором диссипация, 
обусловленная контактами между гранулами, оп­
ределяется коэффициентом потерь, учитываю­
щим гистерезисные свойства, или память грану­
лированных сред. Эффект памяти в волновом 
уравнении учитывается через напряжение тре­
ния, которое определяется временной сверткой 
колебательной скорости с функцией памяти ма­
териала /?(/) [2]:

Й  -  + - М п Ш »  ® ф«>] -  0. <»ох" с*о at p ^ a t o x
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где сп -  скорость распространения звука в среде в 
отсутствие потерь, обусловленных взаимодейст­
вием между гранулами. Потери могут быть выра­
жены через объемные свойства двух частей сре­
ды -  минеральных гранул и морской воды [2], а 
р0 -  равновесной плотностью среды. Функция от­
клика материала h(t) может быть выбрана в виде:

/,(/) = «(/)fo'(l + £ )" • (2)

Здесь и(() -  единичная функция, обеспечивающая 
причинность отклика среды, а г() и п -  материаль­
ные параметры, в частности, г0 имеет смысл вре­
мени релаксации. Коэффициент диссипации b = 
= 4/3П/+ £/> и Т)л С/описывают трение между гра­
нулами среды, а член h(t) ® ф(г) обозначает 
свертку во времени. Диссипативный член в урав­
нении (1). аналогичный члену в уравнении гидро­
динамики, имеет производную Э2/Эл2, которая 
действует не на колебательную скорость, а на ре­
зультат свертки этой скорости с функцией им­
пульсного отклика материала среды /?(/). Если h(t) 
является дельта-функцией Дирака, то результат 
такой свертки сводится к колебательной ско­
рости частиц.

Рассмотрим распространение волны в одном 
направлении, что позволяет преобразовать урав­
нение (I) в уравнение первого порядка.

Оператор волнового уравнения может быть 
представлен как произведение двух операторов

Заменяя переменные

х — ► х \  t - x / c 0 -  т,

Э _ Э Э - 1  э  э 
dt ~ Э? д~х ~ ~ с° Тх + д^"

приходим к выражению:

Эф
ЭУ

b Э" 
2р0с0Эт

|/i(x) ® ф(х)] = 0.

Учет нелинейных эффектов приводит к появ­
лению дополнительного члена в эволюционном 
уравнении (8) [1]

Эф _ € /Э ф \2
* *  2 с ^ Ы

_ ^ _ | 1 [ / г(Т)® ф (Т)] = о.
2р0с*0Эт”

Преобразуя нелинейный член с помощью соотно­
шения

_1__Э_ _ _Э_
с0Эт Эл”

(Ю)

мы получаем

Эф _ _е_/ЭфV _ b д~ 
дх' 2 с0{д х ')  2р„СоЭт:

[/г(х)® ф (х)] = 0. (11)

Для того чтобы получить уравнение для колеба­
тельной скорости v ,  сделаем подстановку у  =  

= Эф/Э.г’, продифференцируем нелинейный член 
пол, а затем вернемся обратно к производной Э/Эт:

Э у 
Эл’

~ [h( Т )® ф (т)] = 0 ,(1 2 )
2р0с > 2ЭУ

э 2ф  ф Э 2ф _  (  Э ± д _ ) ( д  1 Э \ „

д х2 Со ЭГ Ь х  с0Э /Л эх  с0Эг,Г

При распространении волны в положительном 
направлении х  в идеальной среде получаем

__1_Эф _  Эф
с0 Эг д х ' w

или

Эу 6 Эу 
Эл-'"сГ Э х

,3

2р0СоЭх'ЭУ
[/г(х) ® ф(х) ] (13)

-  эволюционному уравнению для нелинейной 
волны в релаксирующей среде.

Стационарная волна, в частности, стационар­
ный профиль ударной волны, подчиняется урав­
нению

так, что для среды с малой диссипацией можно ис­
пользовать соотношение

Эф__1_Эф  ̂ ->Эф 
Эл с0дг Эл’

€ Э У э 3
2Со 5т 2р0с(3,Эх2Эх'

[й(х)®Ф(х)1 = 0, (14)

что соответствует балансу нелинейных и диссипа­
тивных процессов.

и после интегрирования уравнения (1) пол, полу­
чаем РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ  

ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ

Эф + 1Ё^ +
дх с 0 Э Г 2р0садгдх

[й(0® Ф(01 = 0.
Рассмотрим теперь распространение плоской 

(6) линейной волны в неконсолидированной грану­
лированной среде. Наличие в среде релаксацион-
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ных процессов приводит к особенностям в затуха­
нии распространяющейся звуковой волны из-за 
возникновения необратимых эффектов. Эволю­
ционное уравнение может быть использовано для 
того, чтобы достаточно просто определить зату­
хание звуковой волны подобно тому, как это бы­
ло сделано Букингемом [2] на основе волнового 
уравнения. Подходящее волновое уравнение мог­
ло бы быть представлено в виде

Э ф  +  1 Э ф  +

дх c0 dt 2 р0( 'о ^ х

= -S b { t)b (x ),

[й (0 ® Ф (0 ]  =
( 1 5 )

где S -  производительность импульсного источ­
ника. Стандартный метод решения линейного не­
однородного уравнения основан на применении 
преобразования Фурье. Преобразование Фурье 
этого уравнения по времени имеет вид

1 + /со~ ^ —2Н {ао) 
-Росо

Э ф
! j - i * 0O ( i G>) = Sb(x)

(16)
Ь -  «2К0 — 9

Со

где Ф(/со) и //(/со) -  трансформанты Фурье соот­
ветственно для ср, и h(t). При этом свертка сводит-

ЭФ
ся к произведению //(/со) д— • Второе преобразо­

вание Фурье по х  приводит к алгебраическому 
уравнению

Ф ,  =  - 5 ,  ( 1 7 )-  ik0 — 1 + /со—— ,Н ( т ) is
2Росо

где Фу -  трансформанта Фурье по * функции Ф, 

так что Ф(/со, х) = Ф5е d s . Отсюда следует, что

Ф, =

и

ос

//(/со) = J h(t)e \p (-i(O t)d t =
—о о

о с
(20 )

= Го Чг "ехр(-/сог)с/г -  —
J ао

Г ( \ - п )
(/соГо)1-"

где Г( 1 -  п) -  гамма-функция.

Подставляя теперь выражение (20) в (19), мы 
можем представить функцию q в виде

1  / •  ч л  Ь Г ( ]  - п )
q = I + Ocor0) Xfy X/  = ■ - ' т

2p()CVo
(21)

Обратное преобразование по волновому числу s 
приводит к уравнению

о о

к, 4-1
Ф(/со, х) = |  (̂ 5 + — | exp(isx)ds

2 тс iq j e'sxds S= -exp |
ik

(22)
о

X  .
0 Я-“ i S H----

4

Здесь мы использовали значение вычета л0 = - k j q  

и уравнение j>f(z)dz = 27l/a(z0), где a(z0) -  коэффи­
циент при члене (1 !z - г 0) при разложении в ряд 
Лорана. Затем, после подстановки уравнения 
(21), мы получаем

Ф(/со, х)  =

S (  . coUi

1 + (/со/0)/1х /
ехр - / (23)

с0 ( 1  + ( i m 0)"xf )

Ф(/со, х) - ехр /со|х|

I S

1 + (/сог0)"Xf  I c0Re( 1 + ( i m 0)nXf)

( 2 4 ). i(ob Г1/. Л 1 + ------ -H( i  со) + ik0 /c°iA’i С"\т  1
2р0с0 ср - со 1 + (/©?„)"%,-

Здесь

isq + ik{)

i q ' s + 1

. i(ob . . . .  4q  =  1 + -------
2 p o c o

(19)

Полученный результат удобно представить в ви­
де комплексного волнового числа. Действитель­
но, вводя

с р  =  c:0R e ( l  + ( / ю / 0 ) #,ЗС/) ,

и Р =
с

Im I ( 2 5 )

со 1 +(i<ot0)nXj
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полученный результат можно представлен в виде

к = —(1 -у р ) . (26)
С Р

Тогда можно использовать следующее представ­
ление:

- 1Ы Х / С  - р о УХ/Ср
ФОсо, х) = е ге

В частном случае при п <  1 выражения |3 и с 
можно упростить. Следуя [2], получаем

<*0л/1 + Х / 1 + 21 ,  
К

!1п(|о)|г„) (28

И

(3 = |3psign(co), (29)

где

п п х ,  
4(1 +JC/)'

(30)

В большинстве случаев дисперсия слаба, то

c p ~ c 0J l  + x f . (31)

Так как тангенс потерь (Зр и фазовая скорость ср 
не зависят от частоты, то коэффициент затуха­
ния является линейной функцией частоты со

со nn%f

4 ( 1 +Х /)3-2’
(32)

где дисперсия определяется выражением (31).
Эти результаты релаксационной теории согла­

суются с наблюдаемыми геоакустическими свой­
ствами многих неконсолидированных морских 
осадков. В частности, коэффициент затухания 
звуковой волны, распространяющейся в такой 
среде, пропорционален первой степени частоты. 
В качестве примера приведем уже опубликован­
ные наши данные [7]. Затухание звука в водона­
сыщенных неконсолидированных морских осад­
ках было измерено с помощью широкополосного 
звукового импульса, возбуждаемого лазерным 
излучением. Сигнал регистрировался до и после 
его распространения через образец кобальто­
марганцевого коркового отложения (КМК). Из­
меренная спектральная переходная функция по­
казана на рис. 1, кривые а , б. Образец коркового 
отложения, который использовался в экспери­
менте, имел зернистую структуру с диаметром 
гранул d  = (1-5) х  К)2 мкм; для такой среды коэф­
фициент = 0.015 [2] так что согласно уравнению
(30) аг = 0~7со см-1. Соответствующая теоретичес­
кая переходная функция представлена на рис. 1, 
кривая в. Сравнение экспериментальных и теорети­

S/S0

Рис. 1. Спектральные переходные характеристики 
образца коркового отложения: (я) звуковой импульс 
малой амплитуды, (б) звуковой импульс большой ин­
тенсивности, {в) теория.

ческих кривых указывает на то, что затухание звука 
в неконсолидированной водонасыщенной среде ли­
нейно зависит от частоты , что соответствует тео­
рии релаксационного механизма затухания [2].

НЕЛИНЕЙНАЯ ВОЛНА 
В СРЕДЕ С РЕЛАКСАЦИЕЙ

Эволюция первоначально синусоидальной 
волны при ее распространении может быть пред­
ставлена как изменение ее спектрального соста­
ва. Рост высокочастотных гармоник при распро­
странении плоской синусоидальной волны в вяз­
кой, теплопроводящей среде уже рассматривался 
во многих работах [8]. Генерация гармоник при 
распространении волны высокой интенсивности 
в среде с релаксацией, являющейся моделью не­
консолидированной среды, может быть рассмот­
рено методом последовательных приближений 
для эволюционного уравнения (13). Решение это­
го уравнения будем искать в виде суммы

Ф  =  Ф ,  + Ф 2  — (33)

Граничное условие может быть выбрано в виде

Тогда уравнение первого порядка (линейное), 
согласно (9), имеет вид

§ 2 -----^ ^ 1 / г(х)®Ф (т)1 -  0.
Э* 2р04 Э т 2

( 3 5 )
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Его решение можно представить в виде
- а  х ' /с о , т

ф, =  ф 10£ * .

Рассмотрим сначала профиль слабой ударной 
волны в обычной вязкой среде. Если h(x) = 5(т), то 

(36) диссипативный член в уравнении (14) имеет вид

Уравнение второго порядка имеет вид
.2 ч 2

Э ф ___________

д х ' 2р0Сддг2 

= /V(p

Ь 3  1 Л ( т ) ® ф ( х ) ]  =  е
(Э ф,у

2cf,v Эх )  о ? )
2  -/2<о,дг7с- -2сх„.г’ /2со,х 
юе е е

/V  =

2 4 '
(38)

Преобразование Фурье по г и У дает

-  iko - 1 +ico—b— H(i(0 )
2росо

is Ф, = - N S tSx9 (39)

-Росо

ъ э 2
(41)

V V

2 росо dz 2р0 СоХ2
что позволяет оценить соотношение нелинейных 
и диссипативных эффектов следующим образом, 
используя уравнение (14):

€У~ Ь V 
2С(Т 2р0с0х

(42)

Для длительности фронта ударной волны ^  полу­
чаем оценку

где ФЛ -  преобразование Фурье для ф по х \  S ,SX -  
Фурье-трансформанты (Эфп/Эт)2. Здесь мы учли, 
что согласно выражению (7), переменная т зави­
сит как от времени t, так и от пространственной 
переменной х . После применения обратного пре­
образования по х \  уравнение для ф2(/сот) принима­
ет вид

-i2<Axxlc -2а х' /2 (0 ,х
ф2(/сот) = ф20г е е . (40)

Отсюда следует, что вторая гармоника волны, 
распространяющейся в релаксирующей среде, за­
тухает так же, как линейная волна малой интен­
сивности той же частоты в отличие от обычного 
затухания, обусловленного вязкими эффектами, 
и, следовательно, растет с частотой линейно, а не 
квадратично [8].

ВОЛНОВОЙ ПРОФИЛЬ СТАЦИОНАРНОЙ 
СЛАБОЙ УДАРНОЙ ВОЛНЫ

Важной характеристикой среды является про­
филь стационарной, слабой ударной волны, кото­
рый свидетельствует о балансе нелинейных и дис­
сипативных эффектов. Сравнение профиля ста­
ционарной, слабой ударной волны с начальным 
профилем возмущения в рассматриваемой задаче 
позволяет предсказать эволюцию начального 
профиля и выбрать подходящее приближение. 
Действительно, если начальный профиль глад­
кий и масштаб его толщины превышает прост­
ранственный масштаб толщины стационарной 
волны, то под влиянием нелинейных эффектов в 
процессе распространения он становится круче. 
В этом случае диссипативными эффектами мож­
но пренебречь. С другой стороны, первоначально 
тонкий профиль по сравнению со стационарным 
фронтом при распространении будет сглаживать­
ся под действием диссипативных эффектов, и в 
этом случае можно пренебречь нелинейностью.

b р b'Т" ______________  __, г  I I ___ _ _ _

f 2evp0c0 € V C 0 ’ • Р о ’
(43)

где ц -  кинематическая вязкость и I, -  толщина 
ударного фронта, которая согласно Лайтхиллу [9] 
равна

h  = СоЪ = А  (44)

Для того чтобы получить решение для профи­
ля ударной волны, введем в уравнение (14) без­
размерные переменные

V(x') = v / v 0, £ = x/t0, q = t/t0, (45)
где t0 и v0 -  новые масштабы времени и скорости.

Эти масштабы выбраны таким образом, что­
бы безразмерный множитель ev0p0c0/(>//? был ра­
вен единице. После однократного интегрирова­
ния окончательное выражение принимает вид

- Щ  -  т
ъ о

Рассмотрим сначала предельный случай без ре­
лаксации, когда

К т) = 8(т). (47)
В этом случае интеграл принимает вид

о

= j5(^)V (c0§ - 0 ^ =  V (0 ,
о

и мы получаем уравнение

(49)
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Колебательная скорость

Рис. 2. Стационарные профили ударной волны. Кри­
вая V соответствует воде, кривые, отмеченные как 
0.1 и 0.05, соответствуют неконсолидированной среде 
с индексом памяти п = 0.1 и п = 0.05.

первый интеграл которого равен

-> ЭИ
*'* = ~ § £ + i ’ (50)

где постоянная интегрирования принята за еди­
ницу. Это уравнение имеет решение V = th £ . Дей­
ствительно

d V  _  3 t h £  1 _  , 2 r  .  е

ЭС " ЭС ~ ch-r ■ h ^ L (51)

Подставляя этот результат в предыдущее выра­
жение, мы убеждаемся, что thC, действительно 
есть решение.

Таким образом, для среды без релаксации ста­
ционарный профиль слабой ударной волны опре­
деляется гиперболическим тангенсом. Для среды 
с релаксацией уравнение (46) решается численно 
в некотором диапазоне значений т и индекса па­
мяти п. Чем меньше п , тем дольше память матери­
ала. Для морских осадков предыдущие экспери­
менты дают широкий спектр значений для индек­
са памяти п в диапазоне 0.05-0.30 [4, 5].

Профили ударной волны в неконсолидирован­
ной среде с индексами памяти /2 = 0.1 и п = 0.05 по­
лучены при численном решении уравнения (46) и 
представлены на рис. 2. На этом же рисунке для 
сравнения представлен профиль ударной волны 
(кривая V) в воде, где диссипация определяется 
вязкостью и теплопроводностью. Видно, что эф­
фекты релаксации приводят к изменению струк­
туры профиля, а дисперсия вызывает его сдвиг.

Заметим, что безразмерный аргумент £ = т/Г0 
представляет собой нормированное время релак­
сации т, в результате чего размерная толщина 
ударного фронта оказалась пропорциональна вре­
мени релаксации материала. Структура профиля 
волны изменяется при изменении постоянной п.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развита нелинейная теория распространения 
звука высокой интенсивности в неконсолидиро­
ванных гранулированных материалах, основан­
ная на релаксационной теории Букингема [2] для 
распространения звука в среде с учетом взаимо­
действия между гранулами. Получено нелиней­
ное эволюционное уравнение и выведено мо­
дельное уравнение для случая плоской волны. 
Рассмотрена генерация гармоник при распро­
странении плоской волны и обсуждаются осо­
бенности этого процесса в среде с релаксацией. 
В результате численного решения эволюцион­
ного уравнения получена структура стационар­
ного профиля слабой ударной волны в неконсо­
лидированных материалах.
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Abstract—The propagation of a high-intensity sound wave in an unconsolidated medium is considered. Dis­
sipation effects are taken into account on the basis of Buckingham's theory of a relaxation mechanism of sound 
attenuation in a saturated sediment. The nonlinear evolution equation for the relaxing medium is obtained, and 
the solutions of this equation are analyzed. The second-harmonic generation in such a medium decays, as does 
the linear sound wave of the same frequency. The stationary weak shock profile has a specific form due to the 
relaxation effects.
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