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Приводятся результаты численного исследования эффективной скорости и затухания волн и нели­
нейных свойств в слабосжимаемой пористой среде, насыщенной воздушными пузырьками, с приме­
нением нелинейного закона Гука для различных значений внешнего давления. Исследование пока­
зало, что акустические свойства пористых сред сильно зависят от окружающего давления в случае 
малых значений модуля сдвига упругой среды из-за того, что распространение акустических волн в 
пористых средах сильно зависит от нелинейных колебаний пузырьков и, более того, на колебания 
пузырьков влияет их равновесный радиус, зависящий от окружающего давления.
PACS: 43.25.Yw

1. В В Е Д Е Н И Е

У п р у г и е  и  в я з к о у п р у г и е  м а т е р и а л ы , н а с ы щ е н ­
н ы е  в о з д у ш н ы м и  п у з ы р ь к а м и , и с п о л ь зу ю т с я  в 
р а з л и ч н ы х  ф и з и ч е с к и х  с и т у а ц и я х . Д л я  и зу ч ен и я  
р а с п р о с т р а н е н и я  у п р у ги х  в о л н  в  н е о д н о р о д н ы х  
ср ед ах  э т о г о  т и п а  о с о б е н н о  в а ж н о  о п р е д е л и т ь  
с в о й с т в а  п о р и с т ы х  ср ед . С у щ е с т в у е т  м н о г о  р а ­
б о т , п о с в я щ е н н ы х  о п и с а н и ю  п о р и с т ы х  ср ед  [1 -5 ]. 
Р а з р а б о т а н а  э ф ф е к т и в н а я  т е о р и я  с р ед  (F M T  [ 2 -
5]), о с н о в а н н а я  н а  т е о р и и  р а с с е я н и я , д л я  п р е д с к а ­
за н и я  д и н а м и к и  р а с п р е д е л е н и я  п у з ы р ь к о в , к а ­
п е л ь , з а п о л н е н н ы х  ж и д к о с т ь ю  п о л о с т е й  и т в е р ­
д ы х  в к л ю ч е н и й  в  ж и д к и х  и л и  у п р у ги х  ср ед ах , 
в к л ю ч а я  п о р и с т ы е  с р е д ы . Х о т я  л и н е й н ы е  с в о й с т ­
в а  п о р и с т ы х  с р ед  м о ж н о  о п р е д е л и т ь , и сходя  из 
э т о й  т е о р и и , в а ж н ы м и  я в л я ю т с я  н ел и н е й н ы е  
св о й ств а , к о т о р ы е  е й  н е  п р е д с к а з ы в а ю т с я , и 
о б ы ч н а я  н е л и н е й н о с т ь  с л а б о с ж и м а е м ы х  уп руги х  
сред , т а к и х  к а к  т к а н и  и  р е з и н о п о д о б н ы е  м а т е р и ­
ал ы , с и л ь н о  у в е л и ч и в а е т с я  п р и  в в е д е н и и  в н и х  п у­
з ы р ь к о в  [6 , 7 ].

П р е д п о л а г а е т с я , ч т о  в с л а б о с ж и м а е м о й  ср ед е  
р ад и у с  п у з ы р ь к а  м а л  п о  с р а в н е н и ю  с  д л и н о й  в о л ­
н ы  с ж и м а ю щ е г о  в о з м у щ е н и я , т .е . /?0со/с, <  1, где 
R{) -  х а р а к т е р н ы й  р а д и у с  п у з ы р ь к а , со -  у гл о в а я  
ч а с т о т а , а с*  -  с к о р о с т ь  п р о д о л ь н о й  в о л н ы  в  у п р у ­
го й  ср ед е . Е с л и  п р и н я т ь  в  к а ч е с т в е  х а р а к т е р н о й  
ч а с т о т ы  р е з о н а н с н у ю  ч а с т о т у  п у с т о й  с ф е р и ч е с ­
к о й  п о л о с т и  в  с л а б о с ж и м а е м о й  с р е д е  [8], со = 
= 2с,//?0, гд е  С; -  с к о р о с т ь  с д в и го в о й  в о л н ы , т о  н е ­
р а в е н с т в о  и м е е т  ви д  сг <  с ;. П р и  с{ =  ( р /р )1/2 и ct = 
= [(X +  2 ц ) /р ] |/2, г д е  \х и  X -  к о э ф ф и ц и е н т ы  Л а м е , а

р -  п л о т н о с т ь  у п р у го й  ср ед ы , п р е д п о л о ж е н и е  м а ­
л о й  с ж и м а е м о с т и  в д ан н о м  с л у ч а е  с о о т в е т с т в у е т  

<  X [9]. А к у с т и ч е с к и е  с в о й с т в а  с л а б о с ж и м а е ­
м о й  п о р и сто й  с р е д ы  в н е н а п р я ж е н н о м  р а в н о в е с ­
н о м  со сто ян и и , к о т о р о е  и м е е т  м е с т о , к о гд а  р а в ­
н о в есн о е  д а в л е н и е  г а з а  в  п у з ы р ь к е  р а в н о  в н е ш н е ­
м у д а в л е н и ю , а н а л и з и р о в а л и с ь  в  [6]. В  т о  ж е  
в р ем я , а к у с т и ч е с к и е  с в о й с т в а  п о р и с т ы х  с р е д  в 
п р ед  н а п р я ж е н н о м  с о сто я н и и , к о г д а  р а в н о в е с н о е  
д а в л е н и е  г а з а  в п у з ы р ь к е  о т л и ч а е т с я  о т  в н е ш н е г о  
д а в л е н и я , н и к о гд а  н е  о б с у ж д а л и сь . С л е д у е т  о т м е ­
т и т ь , ч т о  м а т е р и а л ы , н а с ы щ е н н ы е  в о зд у ш н ы м и  
п о л о с тя м и , к о т о р ы е  о б с у ж д а ю т с я  в д а н н о й  с т а ­
т ь е , о т л и ч а ю т с я  о т  п о р и с т ы х  ср ед , о п и с ы в а е м ы х  
м о д е л ь ю  Б и о , гд е  ж и д к о с т ь  в  п о р а х  м о ж е т  д в и ­
га т ь с я  о т н о с и т е л ь н о  т в е р д о й  о с н о в ы  [10, 11].

К о л е б а н и я  с ф е р и ч е с к о й  п о л о с т и  в с л а б о с ж и ­
м а е м о й  ср ед е  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  к л а с с и ч е с к у ю  
зад ач у  т е о р и и  у п р у го сти . В  к а ч е с т в е  м и к р о м е х а -  
н и ч ес к о го  э л е м е н т а  в  п о р и с т о й  ср ед е , к о л е б а н и я  
о д и н о ч н о го  п у з ы р ь к а  я в л я ю т с я  о с н о в о й  д л я  а н а ­
л и з а  а к у с т и ч е с к и х  св о й ств  п о р и с т о й  с р е д ы . С у ­
щ е с т в у е т  р я д  р а б о т  п о  к о л е б а н и я м  п у з ы р ь к а  в  у п ­
р у го й  ср ед е  [1 2 -1 4 ] . О п р е д е л е н и е  с о б с т в е н н о й  
ч а с т о т ы  в л и н е й н о м  п р и б л и ж е н и и  р а с с м о т р е н о  в
[8]. К о л е б а н и я  п у з ы р ь к а  в  п р е д в а р и т е л ь н о  н а г р у ­
ж ен н о й  с л а б о с ж и м а е м о й  у п р у го й  ср ед е  и с с л е д о ­
в ан ы  в [9].

В д ан н о й  с т а т ь е  с  п о м о щ ь ю  н е л и н е й н о г о  з а к о ­
н а  Г у к а , с в я з ы в а ю щ е г о  н е л и н е й н ы е  к о л е б а н и я  
п у зы р ь к а  с р а с п р о с т р а н е н и е м  в о л н  в п о р и с т ы х  
средах , а н а л и зи р у ю т с я  л и н е й н ы е  и н е л и н е й н ы е
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Р и с .  1 . Равновесный радиус пузырька для (а) Рх = Р^0, (б) Рж < Рос0, (в) Р« > Р^0.

а к у с ти ч е с к и е  с в о й с т в а  с л а б о с ж и м а е м о й  п о р и с ­
то й  с р е д ы  п р и  р а з л и ч н ы х  в н еш н и х  д а в л е н и я х , т .е . 
в п р е д в а р и т е л ь н о  н а г р у ж е н н ы х  п о р и с т ы х  ср ед ах . 
И зм е н е н и е  р а в н о в е с н о г о  р а д и у с а  п у з ы р ь к а , к о ­
т о р о е  з а в и с и т  о т  в н е ш н е г о  д а в л е н и я , н а ч а л ь н о г о  
н е д е ф о р м и р у ю щ е г о  д а в л е н и я  и  м о д у л я  с д в и г а  у п ­
р у го й  с р е д ы , в е д е т  к  и зм е н е н и ю  к о л е б а н и й  п у ­
з ы р ь к а , э ф ф е к т и в н о й  с к о р о с т и  в о л н  и  з а т у х а н и я  
в п о р и сто й  ср ед е . С п р а в е д л и в о с т ь  э т о г о  м е т о д а  
п о д т в е р ж д а е т с я  с р а в н е н и е м  э ф ф е к т и в н о й  с к о р о ­
сти  в о л н  и за т у х а н и я  в п о р и с т о й  с р е д е  в  н е д е ф о р -  
м и р о в а н н о м  с о с т о я н и и  с р е з у л ь т а т а м и , п о л у ч е н ­
н ы м и  м е т о д о м  Е М Т .

2. П О С Т А Н О В К А  И  Р Е Ш Е Н И Е  З А Д А Ч И

С н а ч а л а  р а с с м о т р и м  к о л е б а н и я  п у з ы р ь к а  в 
с л а б о с ж и м а е м о й  у п р у го й  ср ед е , п о с к о л ь к у  э т о  
п о сл у ж и т  о с н о в о й  д л я  а н а л и з а  с в о й с т в  п о р и с т о й  
ср ед ы . Р а д и а л ь н ы е  к о л е б а н и я  п у з ы р ь к а  в  у п р у ­
гой ср ед е  м о ж н о  о п и с а т ь  с  п о м о щ ь ю  у р а в н е н и я  
Л а г р а н ж а  [9]:

RR + - R 2 =  l -[Pg(Ri/R)3y- P „ - P e(R)  1. ( 1)
^ Ps

р ад и у с  п у з ы р ь к а  R{ к а к  Р 0, а  в н еш н ее  д а в л е н и е , 
к о т о р о е  н а з ы в а ю т  т а к ж е  н а ч а л ь н ы м  н е в о з м у щ а ­
ю щ и м  д а в л е н и е м , к а к  Р^0, В н а ч а л ь н о м  с о с т о я ­
н и и  Р ? =  Р„о (см . ри с . 1а). Е сли  Рж <  Р те0, р а зн и ц а  
д а в л е н и й  Pg и Р„  сп о со б ств у ет  то м у , ч т о  р а в н о ­
в е с н ы й  р ад и у с  п у зы р ь к а  Р , с тан о в и тся  б о л ь ш е , 
ч е м  Р 0, и  в о з н и к а ю т  сд в и го в ы е  н а п р я ж ен и я , к о ­
т о р ы е  к о м п е н с и р у ю т  э т у  р азн и ц у  д ав л ен и й . Т а ­
к и м  о б р а з о м , Pe(R[) Ф 0  и сд в и го в ы е  н а п р я ж е н и я  
т а к ж е  н е о д н о р о д н ы , т .е . сд в и го в ы е  н а п р я ж е н и я  
н а  б е с к о н е ч н о с т и  о т л и ч а ю т с я  о т  н а п р я ж ен и й  
в б л и з и  п у з ы р ь к а  (см . ри с . 16). Н а п р о т и в , Р , <  Р 0, 
е с л и  Р„ > Реоо (см. ри с . 1в). Д а в л е н и е  Ря т а к ж е  не 
р а в н о  Р ^ ,  есл и  Rx о т л и ч а е т с я  о т  Р 0. П р е д п о л о ­
ж и м , ч т о  в о зд у ш н ы й  п у зы р е к  н ах о д и тся  в и з о т е р ­
м и ч е с к о м  с о ст о я н и и  п р и  и зм ен ен и и  р а в н о в е с н о го  
с о ст о я н и я . Д л я  Pg м о ж н о  зап и сать

ps =  (Я 0/ Я . ) 3^  о- (3)

Э ф ф е к т и в н о е  д а в л е н и е  Р Д Р ,)  м о ж н о  п о л у ­
ч и т ь  и з  м а т е р и а л ь н о г о  у р авн ен и я  М ун и  [9]:

Р Д / ? , )  =  P e ( C j )  =  Ц Р Д , ) ,  ( 4 )

где R -  д е й с т в и т е л ь н ы й  р а д и у с  п у з ы р ь к а , P t -  р а в ­
н о в есн ы й  р ад и у с  п у з ы р ь к а , Рн -  р а в н о в е с н о е  д а в ­
л ен и е  г а з а  в п у з ы р ь к е , Р ^  -  д а в л е н и е  н а  в н е ш н е й  
гр ан и ц е  у п р у го й  с р е д ы  (к о т о р о е  я в л я е т с я  т а к ж е  
в н еш н и м  д а в л е н и е м ), Р Д Р ) -  э ф ф е к т и в н о е  д а в л е ­
ние, в ы з в а н н о е  с д в и го в ы м и  н а п р я ж е н и я м и , р 5 -  
п л о т н о с т ь  у п р у го й  с р е д ы , а  у  -  п о к а з а т е л ь  а д и а ­
б а т ы  д л я  г а з а  (д л я  в о зд у х а  у  =  1.4). З а д а в а я  Р  =  Р ,

и Р  =  Р  = 0  в в ы р а ж е н и и  (1), п о л у ч а е м  с о о т н о ш е ­
ние д л я  р а в н о в е с н о г о  р ад и у са  Rh

Р Д Р , )  =  Р 8- Р „ .  (2)

С о с т о я н и е  н а з ы в а ю т  н а ч а л ь н ы м  н е д е ф о р м и -  
р о в а н н ы м , е с л и  р а в н о в е с н о е  д а в л е н и е  Р л, р а в н о  
в н еш н ем у  д а в л е н и ю  Р ^ . П р и  э т о м  Р Д Р ,)  =  0  и 
сд в и го в ы е  н а п р я ж е н и я  р а с п р е д е л е н ы  р а в н о м е р ­
но п о  в с е й  у п р у го й  ср ед е . З а п и ш е м  р а в н о в е с н ы й

гд е  =  Р , / Р 0, и

гд е  у =  (дг3 + £ , -  1)“,/3, д: -  п е р е м е н н ая , (3 -  п о д г о ­
н о ч н ы й  п а р а м е т р , н а зы в а е м ы й  М ун и  к о э ф ф и ц и ­
е н т о м  а си м м ет р и и , к о т о р ы й  д о л ж е н  л е ж а т ь  в д и ­

а п а з о н е  - 1  < р  < 1 [9, 15]. Д ав л ен и е  Р Д ^ )  м о н о ­
т о н н о  у в е л и ч и в а е т с я  с  р о с т о м  Р ,/Р 0, и  ч е м  б о л ь ш е

а б с о л ю т н о е  зн а ч е н и е  Р е (£ ,), т е м  д а л ь ш е  о т н о ш е ­
н и е  P , /P q о т к л о н я е т с я  о т  1 [9]. П о д с т а н о в к а  в ы р а ­
ж е н и й  (3 ) и  (4 ) в (2 ) д а е т

P '& l)  = {P -o t f  -  P„)/\i. (6)
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С огл асн о  (4) и  (6), р авн о в есн ы й  радиус п у зы р ь к а  
о п р ед ел яется  Р^, и  р , и ч ем  м е н ь ш е  м о д у л ь  сдви­
га  р  упругой  ср ед ы , те м  б о л ь ш е  и зм ен ен и е  R i/Rq.

В к а ч е с т в е  в ы р а ж е н и я , о п и с ы в а ю щ е г о  р а в н о ­
весн ы й  р а д и у с  п у з ы р ь к а  /?], м о ж н о  п о л у ч и т ь  п о ­
л е з н о е  а н а л и т и ч е с к о е  к в а д р а т и ч н о е  п р и б л и ж е ­
н и е  д л я  Pe(R) о т н о с и т е л ь н о  (£ -  £ ,)  [9]:

р е ( Ю  =  Р е ( 0  =

= Р А ^ + ^ - ъ ж ю + к ^ - ^ р : ^  (7)

где в в е д е н ы  п а р а м е т р ы

G = <?{3coJ(y+ 1) +<о f c - P ' A O K A P ' A O ) )

® 1 =  (De +  COg, v>] =  З у Р в/ ( р , Л ? )

< 0 *  =  ^ ( C i ) C . / ( M i ) .  <7 =  ( 8 я R \ ) \

В  у р а в н е н и и  (1 3 )  P * * c -  э ф ф е к т и в н о е  вн еш н ее
д а в л е н и е , с о з д а в а е м о е  п а д а ю щ е й  п р о д о л ь н о й  
в о л н о й . У ч и т ы в а я  п о т е р и  н а  и зл у ч е н и е  [6], у р ав ­
н е н и е  д и н а м и к и  п у з ы р ь к а  м о ж н о  за п и с а т ь  в  виде

где £ =  R/Rqj а  ш т р и х  о з н а ч а е т  п р о и зв о д н у ю  п о  

P'e&i) и  Р" (£ ,)  п о л у ч а ю т с я  и з [9]:

i )  = (1 + Р)( 4 ^ - 7 0 ^
О

- ( 1 - Р ) ^ 2 > > 5 + 4 0 ^ dx + f-P'AO)-
Si

(9)

•*  ̂ R 1 ••
I/ + со,(7 — -U  =

С/

=  G U 2 + q(U2+ 2 U U ) - ^ ± P T ,

(14)

где С[ =  +  2 р ) / р 5. -  с к о р о сть  п р о д о л ьн ы х  в о л н  в
у п р у го й  ср ед е . У р а в н е н и е  (14) о п и сы в а ет  н ели н ей ­
н ы е  к о л е б а н и я  п у з ы р ь к а  в  сл аб о сж и м аем о й  упру­
го й  ср ед е  с  у ч е т о м  со сто ян и я  с  п р ед в ар и тел ьн о й  н а­
гр у зк о й . С у щ е с т в у е т  ан ал о ги ч н о е  уравн ен и е  для 
н е д е ф о р м и р о в а н н о го  п у зы р ь к а  [6]. И сп о л ьзу я  м е­
то д  м а л ы х  во зм у щ ен и й , дл я  сл у ч ая  гар м о н и ч еско й  
п р о д о л ь н о й  п а д а ю щ е й  во л н ы  с в р ем ен н ы м  м н ож и ­
т е л е м  е~ш  (со -  у гл о в а я  ч а с т о т а  п ад аю щ ей  волн ы ), 
п о л у ч и м  р е ш е н и е  у р авн ен и я  (14) с то ч н о сть ю  до 
в т о р о г о  п о р я д к а  в виде

Д л я  и сслед ован и я  р асп р о стр ан ен и я  волн  в  п о р и ­
сты х  средах  у р ав н ен и е  д и н ам и ки  п у зы р ь к а  зап и сы -

вается  ч е р ез  и зм ен ен и е  о б ъ е м а  U =  4тс(/?3 -  R] )/3.
С  т о ч н о с т ь ю  д о  в т о р о г о  п о р я д к а  п о л у ч и м  с л е д у ­
ю щ и е  с о о т н о ш ен и я :

и 2

16 я 2/??’
(Ю)

PgiR i/R f* = Pg
З у  U  9 у  (у  + \ ) U ‘

4 k r ; 3 2 k R\
, (11)

Р А О  = Р е(0 ) +

+ Р'е(0)
о и  О и-

4 k R\ 1 6 я 2/?6и
+  W )

$ и 2

3 2 я 2/?]

( 12)

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  (2 ) и  (7)—(12) в  (1 ) , п о ­
л у ч ае м  н е л и н е й н о е  у р а в н е н и е  д и н а м и к и  п у з ы р ь ­
к а  о т н о с и т е л ь н о  о т к л о н е н и я  о б ъ е м а  с  т о ч н о с т ь ю  
д о  в т о р о г о  п о р я д к а :

U + (a]U = G U 2 +  q(U 2 + 2 U U ) - ^ ± P T ,  (13)
Р.9

и  =  - 8 № ) Р : с +  82(Пх) ( Г ? Г 9
1ПС•

(15)

где

/ п ч  4 я Л ,
s A R A = ------- 2— 2— :— з—

рД со, — ©  — iRy(0 ICi)
(16)

, D ч G - 3 q(d
8 i (R i) = — -------- 2—  ------- з—

CO] - 4 c o  -  8//?]C0‘ /Ci
x

x
4nR ~\2

Lpv(co2 -  со2 -  iR } co 7 c ,)J

(17)

З д е с ь  д л я  с л а б о с ж и м а е м о й  с р е д ы  Р‘”с ~  - о  (см.
[6]), гд е  о  -  н а п р я ж е н и е , с о зд а в а е м о е  п ад аю щ ей  
п р о д о л ь н о й  в о л н о й . Т о г д а  у р а в н е н и е  (15) м о ж н о  
з а п и с а т ь  в ви де

U = g A R A o  + g2(R t)o . (18)

Р е з о н а н с н а я  у г л о в а я  ч а с т о т а  со =  со, п о л у ч ается  
п р и р а в н и в а н и е м  з н а м е н а т е л я  ф о р м у л ы  (16) н у­
л ю . Р е з о н а н с н а я  у г л о в а я  ч а с т о т а  со, о п р е д е л я е т с я

2 2  2
сое и со?, п о с к о л ь к у  со  ̂ =  сое + со^. Я сн о , ЧТО (Х)е И G)g

с о о т в е т с т в е н н о  о б о з н а ч а ю т  в к л а д ы  в р езо н ан с , 
о б у с л о в л е н н ы е  в л и я н и е м  у п р у го й  ср ед ы  и  возду-
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х а  в п у з ы р ь к е . В  с о о т в е т с т в и и  с о п р е д е л е н и я м и  
со,, и  сог  р е зо н а н с н а я  ч а с т о т а  м е н я е т с я  с  и зм е н е н и ­
ем  р а в н о в е с н о г о  р ад и у са  п у зы р ьк а .

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  ак у сти ч еск и е  с в о й с т в а  сл а - 
б о с ж и м а е м о й  п о р и с т о й  ср ед ы , п о с к о л ь к у  к о л е ­
б ан и я  п у з ы р ь к о в  си л ьн о  в л и я ю т  н а  р а с п р о с т р а ­
н е н и е  в о л н  в  п о р и с т ы х  средах . П р е д п о л а г а е т с я , 
ч т о  п а д а ю щ а я  п л о с к а я  п р о д о л ь н ая  в о л н а  р а с п р о ­
с т р а н я е т с я  в д о л ь  о си  И зм е н е н и е  о б ъ е м а  с л о я  
п о р и с т о й  с р е д ы  с т о л щ и н о й  dx б л а г о д а р я  п р о ­
д о л ь н о й  д е ф о р м а ц и и  п р о и сх о д и т  в с л ед ст в и е  с ж а ­
ти я  в  у п р у го й  ф а з е  и  су м м ар н о м у  и зм е н е н и ю  о б ъ ­
ем а  п у з ы р ь к о в  [6],

du = г— —  d x + V cdx, (19)
A + Z \ X

где du -  изменение объема пористой среды на 
единицу площади поперечной плоскости, о  -  на­
пряжение, создаваемое падающей продольной 
волной, a Vc -  изменение объема пузырьков на 
единицу объема. Необходимо отметить, что хотя 
напряжение не зависит от изменения объема пу­
зырьков, оно влияет на деформацию пористой 
среды. Очевидно, что изменение объема пузырь­
ков имеет вид

У с =  J  £ / ( / ? ,  )n(Rx)dRu (20)

где n(R{)dR{ -  количество пузырьков с равновес­
ным радиусом от /?! до Rx + dRx в единичном объ­
еме, U(RX) -  изменение объема пузырька с равно­
весным радиусом /?, в поле волны. Подставляя (18) 
в (20), получаем

Vc = Vclo  + Vc2o 2, (21)

где

v cl = j g ^ M R ^ d R , ,

Vc 2  = J g 2( /? ,)n (/? ,)^ ,.

Если все пузырьки в упругой среде имеют одина­
ковый равновесный радиус Rb то Vc] = Ng^R^  и 
Vc2 =  Ng2(R 1), где N  -  количество пузырьков на 
единицу объема. Подстановка (21) в (19) дает

Е  =  Х ^ [1 +  к >а + а д  +  п * ? ! '  <22)

Используя метод малых возмущений, можно по­
лучить нелинейный закон Гука для слабосжимае- 
мой среды в виде

a m 4 s r r J S $ i ! -  (23)
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 52 № 4 2006

где С и  = (к +  2 ц )/[1  + Vcl(k +  2(1)] -  э ф ф е к т и в н ы й  
л и н е й н ы й  м о д у л ь  с ж а т и я  п о р и с т о й  с р е д ы . В ы р а ­
ж е н и е  (23) с в я з ы в а е т  н е л и н е й н ы е  к о л е б а н и я  п у­
з ы р ь к а  с р а с п р о с т р а н е н и е м  в о л н  в п о р и с т о й  с р е ­
де и  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  н е л и н е й н ы е  к о л е б а н и я  
п у зы р ь к о в , к о т о р ы е  п р и в о д я т  к  н е л и н е й н о м у  з а ­
к о н у  Г у ка . В  с о о т в е т с т в и и  с  о п р е д е л е н и е м  к о э ф ­
ф и ц и е н т а  н е л и н е й н о с т и  т в е р д о г о  т е л а  [7 ,1 3 ] , в ы ­
р а ж е н и е  (23) м о ж н о  з а п и с а т ь  в  ви де

где Г  =  Vc2C n  -  п а р а м е т р  н е л и н е й н о с т и  ср ед ы . 
И с п о л ь зу я  за к о н  Н ь ю т о н а , у р а в н е н и е  д л я  д и н а м и ­
ки  в о л н  в п о р и сто й  ср ед е  м о ж н о  за п и с а т ь  в  виде

^  д2и
C U i ? L

1 -  2 Г ^ОХ.

где р  -  п л о т н о с т ь  п о р и с т о й  с р е д ы , д л я  к о т о р о й  
м о ж н о  за п и с а т ь  в ы р а ж е н и е

р = ( 1 - ф ) р ,  +  ф р , ,  (26)

гд е  ф  -  к о н ц е н т р а ц и я  п у з ы р ь к о в , р ? -  п л о т н о с т ь  
г а з а  в п у зы р ь к е . П о с к о л ь к у  р^ о ч е н ь  м а л а  п о  
с р ав н е н и ю  с  p v, в л и я н и е м  р ? о б ы ч н о  п р е н е б р е г а ­
ю т , есл и  ф н е  с л и ш к о м  в е л и к а .

О ч е в и д н о , ч т о  в о л н о в о е  ч и с л о  л и н е й н о й  п р о ­
д о л ь н о й  в о л н ы  в п о р и с т о й  с р е д е  к{ м о ж н о  з а п и ­
с а т ь  в  виде

к, =  С0л /р /С п  =  R e ( * ,)  +  i lm ( * ,)  =  —  +  i a „  (27)
c le

гд е  cle и a ,, -  э ф ф е к т и в н а я  с к о р о с т ь  в о л н  и о с л а б ­
л е н и е  в  п о р и с т о й  с р е д е  с о о т в е т с т в е н н о . Т а к и м  
о б р а з о м , л и н е й н ы е  и  н е л и н е й н ы е  а к у с т и ч е с к и е  
с в о й с т в а  с л а б о с ж и м а е м о й  с р е д ы  м о г у т  б ы т ь  о п и ­
с а н ы  с  п о м о щ ь ю  в ы р а ж е н и й  (2 5 ) и  (27).

3. Ч И С Л Е Н Н Ы Е  Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  
И  О Б С У Ж Д Е Н И Е

В с о о т в е т с т в и и  с  о п р е д е л е н и я м и  сое и  (Og р е з о ­
н ан сн ая  ч а с т о т а  п у з ы р ь к а  и зм е н я е т с я  с  и з м е н е ­
н и ем  е г о  р а в н о в е с н о г о  р а д и у с а . Е с л и  в н а ч а л ь н о м  
н е в о зм у щ ен н о м  с о с т о я н и и  о б о з н а ч и т ь  со* и  сой к а к  
со,,0 и  со^о, т о  м о ж н о  п о л у ч и т ь  с о о т н о ш е н и я  д л я  со,, 
и (og в за в и с и м о с т и  о т  р а в н о в е с н о г о  р ад и у са  п у ­
з ы р ь к а , к а к  э т о  п о к а з а н о  н а  рис. 2. И з  рис. 2  м о ж ­
н о  ви д еть , ч т о  р е з о н а н с н а я  ч а с т о т а  п у з ы р ь к а  м о ­
н о то н н о  у м е н ь ш а е тся  с  у в е л и ч е н и е м  р а в н о в е с н о го  
р ад и у са , п о с к о л ь к у  к а к  со ,̂ т а к  и  со? м о н о т о н н о  
с п а д а ю т  с  е го  у в е л и ч е н и е м .
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оус%,

С .= л , /л 0

Рис. 2. Отношения (a) со /̂со  ̂и  (б) оз̂ /со̂ 0 в зависимос­
ти от отношения равновесных радиусов пузырька.

Д л я  т о г о , ч т о б ы  о ц е н и т ь  вл и я н и е  в н еш н е го  
д а в л е н и я  н а  к о л е б а н и я  п у з ы р ь к а  и  э ф ф е к т и в н у ю  
с к о р о с т ь , за ту х ан и е  и к о э ф ф и ц и е н т  н ели н ей н ости  
с л а б о с ж и м а е м о й  п о р и с т о й  ср ед ы , н ео б х о д и м о  
з н а т ь  н а ч а л ь н о е  д а в л е н и е  в н ев о зм у щ ен н о м  с о ­
с т о я н и и  и  п а р а м е т р  аси м м етр и и  р. П р и  ч и с л е н ­
н о м  м о д е л и р о в а н и и  п р е д п о л а г а е т с я , ч т о  в п у­
з ы р ь к е  н а х о д и т с я  воздух , п а р а м е т р  (3 =  0, н а ч а л ь ­
н о е  д а в л е н и е  в н е в о зм у щ е н н о м  со сто ян и и  Р„0 = 
= 1.01 х  1СР П а , п о с т о я н н ы й  рад и ус  п у зы р ь к а

Параметры, использованные в расчетах для резины [3] и 
синтетического материала (пластизоль) [7]

Среда Резина Пластизоль

pj, кг/м2 изо 950

X, Па 2.2 х Ю9 2.01 х 109

р, Па 1.0 х 107 1.01 х 104

С, = * ,/* «

Рис. 3. Отношение равновесных радиусов пузырька
как функция отношения внешних давлений.

R0 = 20  м к м , а  к о н ц ен тр ац и я  в  н а ч а л ь н о м  н е в о зм у ­
щ ен н о м  со сто я н и и  ср =  10%. (Н е о б х о д и м о  п о м н и ть , 
ч т о  п а р а м е т р ы  п о р и сто й  с р е д ы  б у д у т  м е н я т ь с я  
в м есте  с  р а в н о в е сн ы м  р а д и у с о м  п у з ы р ь к а .)  Р а с ч е т  
в ы п о л н е н  д л я  с л а б о с ж и м а е м о й  у п р у г о й  с р е д ы  с 
п а р а м е т р а м и , у к а за н н ы м и  в  т а б л и ц е , гд е  м о ж н о  
в и д е т ь , ч т о  X >  р  к а к  д л я  р е з и н ы  [3], т а к  и  д л я  
с и н т е т и ч е с к о г о  м а т е р и а л а  (п л а с т и з о л ь )  [7], а  м о ­
д у л ь  с д в и га  п л а с т и зо л я  м н о г о  м е н ь ш е , ч е м  э т о т  
п а р а м е т р  д л я  р е зи н ы .

О т н о ш е н и е  и з м е н я ю щ е е с я  п р и  и з м е н е ­
н и и  в н е ш н е г о  д ав л ен и я , р а с с ч и т а н о  в  с о о т в е т с т ­
ви и  с  в ы р а ж е н и я м и  (4) и (6 ) с  п о м о щ ь ю  и н т е р п о ­
л я ц и о н н о г о  а л г о р и т м а  д л я  у п р у г и х  ср ед , у к а з а н ­
н ы х  в т а б л и ц е . О н о  п о к а з а н о  н а  р и с . 3. В и д н о , ч т о  
р а в н о в е с н ы й  р ад и у с  п у з ы р ь к а  м о н о т о н н о  у м е н ь ­
ш а е т с я  с  у в е л и ч е н и е м  в н е ш н е г о  д а в л е н и я . В и д н о  
т а к ж е , ч т о  в н е ш н е е  д а в л е н и е  м а л о  в л и я е т  н а  р а в ­
н о в е с н ы й  р а д и у с  п у зы р ь к а  в р е з и н е , к о т о р а я  и м е ­
е т  б о л ь ш и й  м о д у л ь  сд ви га , н о  с и л ь н о  в л и я е т  н а  
р а в н о в е с н ы й  р ад и у с  п у з ы р ь к а  в  п л а с т и з о л е , у  к о ­
т о р о г о  м о д у л ь  сдви га  о ч е н ь  м а л . Р е з у л ь т а т ы  п о д ­
т в е р ж д а ю т  в ы в о д  о  т о м , ч т о  ч е м  м е н ь ш е  м о д у л ь  
сд ви га  у п р у го й  ср ед ы , т е м  б о л ь ш е  и з м е н е н и е  р а в ­
н о в е с н о г о  р ад и у са  п у з ы р ь к а . М ы  в ы б р а л и  п л а с ­
т и з о л ь  в к а ч е с т в е  п р и м е р а  д л я  а н а л и з а  в л и я н и я  
в н е ш н е г о  д а в л е н и я  н а  а к у с т и ч е с к и е  с в о й с т в а  с л а ­
б о с ж и м а е м о й  п о р и сто й  с р е д ы .

Э ф ф е к т и в н а я  с к о р о с т ь  и о с л а б л е н и е  в  п о р и с ­
т о м  п л а с т и з о л е  в н е д е ф о р м и р о в а н н о м  с о с т о я н и и , 
п о л у ч е н н ы е  с  п о м о щ ь ю  н е л и н е й н о г о  з а к о н а  Г у­
к а , с р а в н и в а ю т с я  с  р е з у л ь т а т а м и , п о л у ч е н н ы м и  
м е т о д о м  Е М Т , о с н о в а н н ы м  н а  т е о р и и  р а с с е я н и я  
[2 -5 ]  (см . р и с . 4 ) . Н а  ри с . 4  п о к а з а н о , ч т о  и э ф ф е к ­
т и в н а я  с к о р о с т ь , и  о с л а б л е н и е  х о р о ш о  с о гл а су -
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Эффективная скорость С/,, м/с

Затухание ае

Частота, кГц

Рис. 4. Эффективная скорость звука (а) и затухание 
(б) в пористом пластизоле в начальном состоянии.

Эффективная скорость с/г, м/с

Затухание ос.

Рис. 5. Эффективная скорость (а) и затухание (б) в по­
ристом пластизоле при различных внешних давлениях.

ю т с я . Э т о  п о д т в е р ж д а е т  с п р а в е д л и в о с т ь  н е л и ­
н е й н о г о  з а к о н а  Г ука.

Н а  ри с . 5 п о к а з а н ы  э ф ф е к т и в н а я  с к о р о с т ь  зву ­
к а  и  з а т у х а н и е  д л я  р а з л и ч н ы х  зн а ч е н и й  в н еш н е го  
д а в л е н и я  Р„  = 1.01 х  104; 1.01 х  105; 1.01 х  106 П а , 
т .е . Р „ <  Р те0, Р „ = Р ^  и Р„ > Р„ 0. И з  рис. 5 ви дно , 
ч т о  в н е ш н е е  д а в л е н и е  с и л ь н о  в л и я е т  н а  л и н е й ­
н ы е  с в о й с т в а  п о р и с т ы х  сред , есл и  м о д у л ь  сдви га  
о ч е н ь  м а л . П и к и  н а  к р и в ы х  дл я  э ф ф е к т и в н о й  
с к о р о с т и  и  зату х ан и я  с д в и гаю тся  в с т о р о н у  б о л е е  
н и зк и х  ч а с т о т , к о г д а  в н е ш н е е  д а в л е н и е  м ен ьш е  
н а ч а л ь н о г о , и н а о б о р о т , п и ки  н а  э ти х  к р и в ы х  
с д в и г а ю т с я  в с то р о н у  б о л е е  в ы со к и х  ч а с т о т , есл и  
в н е ш н е е  д а в л е н и е  б о л ь ш е  н а ч ал ь н о го .

М о д у л и  к о э ф ф и ц и е н т а  н ел и н ей н о сти  |Г | п о р и с­
т о г о  п л а с т и зо л я  дл я  р а зл и ч н ы х  вн еш н и х  д авл ен и й  
п р и в е д е н ы  н а  рис. 6. В идно, ч то  к о э ф ф и ц и е н т  н е ­
л и н е й н о ст и  у м е н ь ш а е тся  и м акси м ум  к р и в о й  дл я  
э т о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  сд ви гается  в сто р о н у  б о л ее  
н и зки х  ч асто т , есл и  в н еш н ее  д ав л ен и е  м ен ьш е  н а­
ч а л ь н о г о , и н а о б о р о т , п р о ти в о п о л о ж н ы й  р езу л ь -

Коэффициент нелинейности |Г|

Рис. 6. Модули коэффициента нелинейности |Г| в пори­
стом пластизоле при различных внешних давлениях.
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Influence of the Surrounding Pressure on Acoustic Properties of Slightly 
Compressible Porous Media Permeated with Air-Filled Bubbles
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Abstract—The effective wave velocity, attenuation, and nonlinear properties of slightly compressible porous 
media permeated with air-filled bubbles are studied numerically by employing the nonlinear Hooke’s law for 
different surrounding pressures. Numerical simulations show that the acoustic properties of porous media are 
greatly affected by the surrounding pressure if the shear modulus of the elastic medium is very small due to the 
fact that the acoustic wave propagation in porous media are strongly influenced by the nonlinear oscillation of 
bubbles; moreover, the oscillation of a bubble depends on the equilibrium bubble radius, which is affected by 
the surrounding pressures.

тат получается при внешнем давлении, превыша­
ющем начальное.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Целью данной работы является оценка влия­

ния внешнего давления на эффективную скорость 
волн, затухание и коэффициент нелинейности 
слабосжимаемой пористой среды, насыщенной 
газовыми пузырьками. Используя нелинейный 
закон Гука, мы продемонстрировали, что эффек­
тивные линейные и нелинейные свойства порис­
тых сред сильно зависят от внешнего давления, 
если модуль сдвига упругой среды очень мал, как, 
например, в пластизоле.

Данное исследование представляет интерес с 
точки зрения расширяющегося применения по­
ристых сред в различных физических ситуациях, 
в особенности, для предварительно нагруженных 
состояний.
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