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ВВЕДЕНИЕ

При квазистатическом деформировании твер­
дых тел с так называемой несовершенной упруго­
стью [1], наблюдается их гистерезисное поведе­
ние, т.е. в зависимости “напряжение а  -  деформа­
ция 8” имеет место механический гистерезис 
[1-14]. Проявление гистерезисной нелинейности 
обнаруживается и при изучении эффектов ампли­
тудно-зависимого внутреннего трения (АЗВТ), 
связанных с нелинейным затуханием и распростра­
нением в этих материалах интенсивных акустичес­
ких колебаний и волн [1-15]. Теоретическое опи­
сание эффектов АЗВТ проводится, в основном, в 
рамках статических (а потому и безинерционных)
гистерезисных уравнений состояния а  = а(е, signs) 
[1-16], при этом неявно предполагается, что и при 
динамическом деформировании поведение по­
добных сред не отличается от квазистатического. 
С “акустической точки зрения”, среды с безинер- 
ционной (т.е. “мгновенной”) нелинейностью ха­
рактеризуются постоянными (не зависящими от 
частоты волны) параметрами нелинейности. Ре­
зультаты же экспериментальных исследований 
эффектов АЗВТ в некоторых микронеоднород­
ных средах (поликристаллических горных поро­
дах и металлах) показывают [17-19], что эффек­
тивные параметры гистерезисной нелинейности 
подобных сред зависят от частоты акустической 
волны, и, следовательно, динамический гистере­
зис для каждой из этих сред отличается от гисте­
резиса статического. В работе [20], для объясне­
ния частотной зависимости нелинейности была 
предложена реологическая модель микронеодно- 
родной среды, содержащая различные дефекты 
(трещины, зерна, дислокации и т.д.), проявляю­
щие вязко-упругие (релаксационные) и нелиней­

ные (в том числе, и гистерезисные) свойства. В этой 
работе было показано, что нелинейное динамичес­
кое уравнение состояния такой среды является ин­
тегральным и содержит линейное и нелинейное ре­
лаксационные слагаемые, в отличие от однородной 
среды, для которой уравнение состояния является 
дифференциальным, а нелинейность -  безинерци- 
онна. В связи с этим, при динамическом деформиро­
вании микронеоднородной среды с гистерезисной 
нелинейностью и релаксацией форма гистерезиса 
будет зависеть от частоты деформационного про­
цесса и при изменении этой частоты будет также 
изменяться. Таким образом, представляет инте­
рес, на основе знания статической формы гисте­
резиса микронеоднородной среды с релаксацией, 
предсказать (или реконструировать) его динами­
ческую форму и проследить за ее эволюцией при 
изменении частоты деформации.

В настоящей работе проводится численное моде­
лирование и сравнительный анализ динамических 
гистерезисов трения и отрыва для микронеоднород­
ных сред с несовершенной упругостью и релаксаци­
ей при их гармоническом деформировании с ампли­
тудой, характерной для интенсивных акустических 
волн, при которой необратимые (пластические) 
деформации материала еще не наблюдаются.

ДИНАМ ИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ
СОСТОЯНИЯ МИКРОНЕОДНОРОДНЫХ 

РЕЛАКСИРУЮЩИХ СРЕД 
С ГИСТЕРЕЗИСАМ И ТРЕНИЯ И ОТРЫВА

Как и в работе [20], рассмотрим реологичес­
кую модель микронеоднородной среды, состоя­
щую из одномерной цепочки линейных упругих 
элементов и относительно мягких нелинейных 
вязко-упругих дефектов, для которых зависи-
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мость '‘напряжение о -  деформация q” является 
гистерезисной:

O (^s ig n t^ ) = £ £ [§ -/($ , s ig n a l+ T lt (1)
где Е  -  модуль упругости жестких элементов, £ -  
относительная упругость дефекта по сравнению с
упругостью жестких элементов (0 < ^ <  1),Д -  ко-

♦

эффициент вязкости дефекта, $ign£) -  нели-
л

не иная (гистерезисная) функция, | sign 2;) |<̂  1.
Общая деформация е такой микронеоднород- 

иой среды, находящейся под действием напряже­
ния а, складывается из деформации линейной (без­
дефектной) части среды и деформации гистерезис­
ных вязко-упругих дефектов, при этом уравнение 
состояния среды определяется выражением [20]:

е(о) = ±

СО \

(1 - v ) 0  + JJ/?[0]iV(C, W )d ^ d W

0 0 /
1 (2)

+ J J ^ | / ( t f [ 0/£], sign/?[o])]/V(C, W)d£dW,
0 0

где W  = C>E/r\ -  релаксационная частота дефекта, 
/V = N(^,W) -  функция распределения дефектов по
параметрам £ и W, v = J~ Г N  (£, W)d^dW -  концен-

W Ciтрация дефектов, R[a] = J ^ a  (x)e~W(t ~ X)dx. Урав­

нение (2) справедливо при любой концентрации 
дефектов (0 < v < 1); при v = 0 имеем, естественно, 
однородную идеально-упругую среду, а при v = 1 (и 
когда все дефекты одинаковы) -  также однородную 
среду, но с гистерезисной нелинейностью и квадра­
тично зависящей от частоты диссипацией -  ее урав­
нение состояния совпадает с уравнением (1).

При относительно малой концентрации де­
фектов (v 1) уравнение состояния микронеод- 
нородной среды можно привести к виду [20]:

о[е, /?(£), sign/?(e)]s£ 8 - JJ/?(e)/v/(C, W)dt;dW-
00

-J JC /? [ /( /?(£), sign /? ( £ ) ) №  W)d£dw
0 0  

oc 1

JJC/?[/(*(£), Sign/ ? ( £ ) ) ] W )d ^ d W

0 0

(3 )

oo

JJ/?(£)^(C, W)d'C,dW
0 0 

W e t

<  N.

где /?(£) = ^e(x)e~w ,~'I)dx.

Уравнение (3) является нелинейным интеграль­
ным уравнением и содержит линейное и нелиней­
ное (гистерезисное) релаксационные слагаемые. 
Эти слагаемые обусловлены релаксацией гистере­
зисных вязко-упругих дефектов, при этом релакса­
ция гистерезисной нелинейности проявляется 
дважды: первый раз за счет линейной релакса­
ции, поскольку нелинейная поправка в (3) опреде­
ляется линейным откликом дефектов, и второй 
раз -  релаксацией самой нелинейной поправки. 
С ростом частоты акустического воздействия 
“жесткость” вязко-упругих дефектов увеличива­
ется, а их деформация уменьшается; это приводит 
к увеличению линейного модуля упругости и к 
уменьшению нелинейности такой среды на высо­
ких частотах, т.е. к появлению частотной зависи­
мости (или дисперсии) скорости звука, коэффици­
ента затухания и гистерезисной нелинейности. 
Таким образом, причины возникновения диспер­
сии скорости звука, декремента затухания и нели­
нейности микронеоднородных сред взаимосвяза­
ны и обусловлены линейной релаксацией их де­
фектов.

При описании явления АЗ ВТ в материалах с 
несовершенной упругостью используют два ос­
новных вида статических гистерезисов [1-4, 11- 
14, 16, 21]; по терминологии Асано их можно раз­
делить на гистерезис трения и гистерезис отрыва 
[12]. Здесь мы будем использовать наиболее про­
стые формы таких гистерезисов, аппроксимируя 
каждую ветвь гистерезиса квадратичной парабо­
лой. Подобное представление гистерезисов трения 
и отрыва связано с часто наблюдаемыми проявле­
ниями эффектов АЗВТ в различных поликристал­
лах [1, 12, 21], а именно, с линейной зависимостью 
(от амплитуды волны) для декремента затухания и 
дефекта модуля упругости, и квадратичной для 
амплитуд генерируемых высших гармоник. В со­
ответствии с этим обстоятельством, в уравнении 
состояния (1) мы будем полагать, что дефекты с 
гистерезисами трения и отрыва описываются со­
ответственно следующими неаналитическими 
функциями [16, 21]:

/ ( t  sign|) = + \

2 4>о

- ж  +
й я (4 )

2 1<о.

/(£ . sign Ь  =

1
—

2

Yi£2> § > о, 4 > 0 ;

-Y2 § 2 + (Y i+ Y 2 )$ » t $ > 0 ,  

-Уз£2> £<0> 4 < 0 ;

У4̂  + (Уз + Y4)Ь т \, % < 0,
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где £;т  -  амплитуда деформации, a , 2 и у ^  -  па­
раметры гистерезисной нелинейности, а ^т 1,
КгL  < 1, |Yi-4|L < h М > 1, |М  > 1. IY.-4I > 1.

Здесь следует отметить, что в выражениях (4),
(5) значение соответствует максимальной (или 
глобальной) амплитуде деформации при простых 
(монотонных) процессах деформирования (на­
пример, гармоническом, пилообразном и т.д.),
т.е. при таких процессах, при которых на стадиях

♦

нагрузки и разгрузки значение £ не меняет знака. 
При сложных (немонотонных) процессах дефор­
мирования (при которых на стадиях нагрузки и
разгрузки значение 2; меняет знак), £т соответст­
вуют локальным значениям амплитуды; на стади­
ях нагрузки и разгрузки таких значений может 
быть несколько, и в этих случаях на диаграмме де­
формирования появятся вложенные гистерезис­
ные петли [5]. Описание поведения гистерезисных 
материалов при сложных процессах деформиро­
вания является более сложной задачей и в насто­
ящей работе не рассматривается.

Очевидно, что в низкочастотном (квазистати- 
ческом) приближении, т.е. при со/W  1, где со -  
частота акустической волны, уравнение (3) описы­
вает статические (безинерционные) гистерезисы:

а в высокочастотном (со/W > 1 \ где гистерезисные 
вязко-упругие дефекты сильно задемпфированы и 
не деформируются, уравнение (3) становится ли­
нейным: о(е) = Ег. Получить представление о де­
тальном поведении и эволюции гистерезисных 
зависимостей (3) в промежуточном диапазоне 
можно на основе численных исследований. Далее 
мы представим результаты численного счета и 
графического представления динамических гис­
терезисов трения и отрыва, описываемых уравне­
нием (3), с учетом, соответственно, уравнений (4) 
и (5). Отметим только, что приведенные гистере­
зисы трения и отрыва существенно отличаются 
друг от друга и имеют различную область приме­
нимости для описания нелинейных волновых про­
цессов в микронеоднородных средах с несовер­
шенной упругостью [12, 21, 22]. Первое уравне­
ние состояния (с гистерезисом трения), в отличие 
от второго (с гистерезисом отрыва), не является 
эволюционным, поскольку в статическом случае 
оно неоднозначно определяет начальное состоя­

ние среды: нулевой деформации соответствует 
два различных ненулевых напряжения, завися­
щих от амплитуды деформации (даже до начала 
деформирования среды), и наоборот -  нулевому 
напряжению соответствует две различные нену­
левые деформации [21]. В связи с этим, уравнение 
состояния (3) с гистерезисом трения (4) можно при­
менять только для описания установившихся перио­
дических колебаний и волн, а для описания переход­
ных процессов и распространения однополярных 
возмущений оно непригодно; в последнем случае 
это приведет к нарушению закона сохранения им­
пульса [22].

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО СЧЕТА 
И ЭВОЛЮЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ 

ГИСТЕРЕЗИСОВ ТРЕНИЯ И ОТРЫВА
Для проведения сравнительного анализа и эво­

люции динамических гистерезисов трения и от­
рыва (3) зададим их исходные -  статические фор­
мы (т.е. параметры нелинейности a , J3L 2 и у1-4) та­
ким образом, чтобы (при одинаковых амплитудах 
е т гармонической деформации e(r) = e wsincof и 
при со/W  <  1) оба гистерезиса обладали одинако­
выми средними наклонами (или дефектами моду­
ля упругости ДЕ) и площадями (или нелинейными 
потерями). Для этого необходимо выполнить сле­
дующие условия [21]:

а  = (Yi -  Ъ + Ъ  ~ Y4>/37t + (у, + у2 + Уз + > 0.
Р1+Р2 = (Yi +Y2 + Yb + Y4)/ 8 > 0 .

(7)

В низкочастотном диапазоне амплитудно-зависи­
мые дефект модуля и декремент затухания мате­
риалов с гистерезисной нелинейностью положи­
тельны, поэтому положительны и знаки парамет­
ров а  и р! + р2.

При компьютерном счете и построении диа­
грамм динамических гистерезисов трения и от­
рыва (3) все дефекты считались одинаковыми
№  W) = а д е  -  Со)5(W -  W0), N0 = 10 -5, Со = Ю-3, 
Wo = 2л х 104 с '], а значения нелинейных параме­
тров полагались равными следующим величинам: 
а  = 4.35 х 102, р! = 2.5 х 102, р2 = 102, = 103, у2 =
= 6 х 102, Уз = 8 х 102, у4 = 4 х 102. (Для среды с де­
фектами, распределенными по параметрам С и W, 
формы и эволюция динамических гистерезисов 
качественно будут такими же, как и для среды с 
одинаковыми дефектами.)

Таким образом, задача моделирования дина­
мических гистерезисов заключается в численном 
расчете и построении зависимостей (3), с учетом 
уравнений (4) -  для гистерезиса трения и -  (5) -  
для гистерезиса отрыва, при заданной гармониче­
ской деформации e(f) = е т sin ш . На рис. 1а,б и 
рис. 2а,б изображены динамические гистерезисы 
трения и отрыва, построенные (как фигуры Лис- 
сажу [23]) при гармоническом деформировании
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а/£ а/Е

Рис. 1. Динамические гистерезисы трения при различных значениях р.

материала (е(0 = 6 msincor, -оо < t < <х>), и при различ­
ных значениях параметра (I = со/W, равного отно­
шению частоты со деформирования к релаксацион­
ной частоте W дефекта (при е т = 10~5). Отметим, 
что (поскольку общие потери в материале поло­
жительны) изображающая точка на диаграммах
а  = а[е, /?(£), sign /? (е)] всегда движется по часовой 
стрелке. Из рис. 1,2 видно, что статические гистере­
зисы трения (при е/ет = ±1) и отрыва (при Е/гт = 0; 
±1) содержат изломы и заметно отличаются друг 
от друга. Далее, однако, при увеличении парамет­
ра р гистерезисы “сглаживаются", изломы исче­
зают, различие гистерезисов уменьшается, и ви­
зуально они становятся похожими, а при (I >  1 -

•

гистерезисы в зависимости а  = а[е, /?(£), sign R (е)] 
асимптотически исчезают. В связи с этим, прямое 
наблюдение (методом фигур Лиссажу) отличий

динамических гистерезисов трения и отрыва для 
микронеоднородных релаксирующих сред (с це­
лью выявления механизмов их нелинейности) воз­
можно, по-видимому, только на низких частотах 
(со W), где отличия этих гистерезисов наиболее 
сильны и заметны. Тем не менее, изучение нели­
нейных акустических эффектов АЗВТ позволяет 
эти гистерезисы отличить и в более высокочас­
тотном диапазоне (со > W). В работах [16, 21, 22, 
24] было показано, что нелинейные характерис­
тики акустических волн (амплитудно-зависимые 
потери и изменение скорости распространения, 
амплитудные зависимости высших гармоник) в 
средах с различными видами гистерезисов -  раз­
личны, и эти различия не зависят от частоты вол­
ны. Последнее связано с тем, что нелинейные ха­
рактеристики волны определяются видом гистере­
зисной нелинейности, вклад которой, вследствие
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F

Рис. 3. Диаграммы нелинейной функции F = F[R(z),
*

sign/? (в)] для гистерезиса трения при различных зна­
чениях Ц.

Рис. 4. Диаграммы нелинейной функции F = /Д/^е),
sign/? (в) для гистерезиса отрыва при различных зна­
чениях д.

ее малости относительно линейных слагаемых в 
уравнении состояния (3), также мал и на рис. 16, 
рис. 26 (при со §> W) практически незаметен. Од­
нако отличия динамических гистерезисов можно 
значительно усилить (или увеличить их кон­
траст), если построить диаграммы нелинейных
функций F = F[R(e), sign/? (е)] уравнения состоя­
ния (3):

F[R(e), sign /?(£)] = q(e, signe) 
E

+
oo 1

e - JJ/?(e)A4Cw)4<w
о 0

oo 1

= JJCtf[/[tf(£), signm ) ) N & ,  W)dC,dW.
00

Построение нелинейной функции (8) соответст­
вует подавлению (или компенсации) линейного 
отклика среды, в результате чего в спектре ее от­
клика на гармоническое воздействие будут содер­
жаться гармоники ясо частоты деформирования 
(п -  целое число), обусловленные только гистере­
зисной нелинейностью, и различие динамических
гистерезисных функций F = /[/?(£), sign /?(£)] бу­
дет более заметно (рис. 3, рис. 4). Эксперимен­
тально такая процедура вполне реализуема. Для 
этого (при со = const) нужно снять две зависимос­
ти (3) при существенно различных амплитудах де­
формации -  малой (при которой нелинейность 
среды не проявляется) и большой, в N  >  1 раз

больше первой, при которой нелинейность среды 
заметна. После этого, из второй зависимости 
нужно вычесть увеличенную в N  раз первую (ли­
нейную) зависимость. В результате такой опера­
ции линейная часть уравнения состояния (3) ском- 
пенсируется и останется только нелинейная 
функция (8).

Следует иметь в виду, что на деформационных 
диаграммах (рис. 3,4) направление движения изо­
бражающей точки зависит от соотношения пара­
метров (1 и г = 2(pj + р2)/3ла [24]: при \l < Jij = г 1 + 
+ (1 + г-2)1/2 = 11.8 -  нелинейные потери положи­
тельны и изображающая точка движется по часовой 
стрелке, при jl = нелинейные потери равны нулю
и гистерезиса на диаграмме F = /Щ е), sign R (£)] 
нет, а при д > (Xj -  нелинейные потери отрица­
тельны и изображающая точка движется против 
часовой стрелки. От соотношения параметров д. и 
г зависит также и средний (по периоду Т  = 2тг/со)
угол наклона нелинейной функции F = /*[/?(£),

#

sign /? (е)] к оси е: при д  < д2 = - г  + (1 + г2)112 = 
= 0.84 -  угол наклона положительный (и ДЕ > 0), 
при д = д2 -  наклон равен нулю (АЕ  = 0), а при 
ц > д2 ~ угол наклона становится отрицательным 
(АЕ < 0) [19, 24].

В заключение этого раздела еще раз отметим, 
что именно нелинейная функция (8) определяет ха­
рактер и динамику нелинейных волновых процес­
сов в любой нелинейной среде, поэтому все отличия 
нелинейных акустических эффектов в различных 
средах связаны с отличиями именно нелинейных 
функций уравнений состояния этих сред (несмот-
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ря на их малость по сравнению с линейными сла­
гаемыми). При гармоническом деформировании 
сред с гистерезисами трения и отрыва отличия не­
линейных функций F = F[/?(£), signR (8)] проявят­
ся в различной динамике эффектов А З ВТ [14, 16, 
21, 24, 25], по спектральному анализу которых 
можно определить, каким гистерезисом можно 
описывать микронеоднородную среду с несовер­
шенной упругостью. Так, в работе [25], на основе 
анализа эффектов А З ВТ (нелинейных потерь, 
дефекта модуля упругости, генерации второй и 
третьей гармоник) в акустическом резонаторе из 
известняка, было показано, что исследованный 
образец известняка можно самосогласованно 
описать гистерезисом отрыва и нельзя описать 
гистерезисом трения.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В рамках реологической модели микронеод- 
нородной среды с квадратичной гистерезисной 
нелинейностью и релаксацией выполнены чис­
ленное моделирование и сравнительный анализ 
двух основных динамических гистерезисов (тре­
ния и отрыва). На основе численных расчетов и 
построения фигур Лиссажу для зависимостей а  =
= а[£, /?(е), sign/?(с)] показано, что при увеличе­
нии частоты гармонического деформирования 
среды существенные вначале абсолютные отли­
чия статических гистерезисов трения и отрыва по­
степенно уменьшаются, а затем практически исче­
зают, при этом более заметные отличия наблюда­
ются в диаграммах нелинейных функций F = F[R(e\
sign/?(£)] этих гистерезисов. Экспериментальные 
исследования по динамическому деформирова­
нию подобных материалов (с целью поиска от­
личий и выявления механизмов их нелинейнос­
ти) позволил бы непосредственно увидеть гисте-
резне в зависимости а  = а[е, /?(е), signR (е)] (или
F = F[R(e), sign/?(е)]) и, в принципе, определить 
его параметры. Однако постановка и проведение 
таких экспериментов намного сложнее акусти­
ческих измерений эффектов АЗ ВТ, позволяю­
щих, вообще говоря, восстановить нелинейность 
уравнения состояния исследуемой среды. Тем не 
менее, для более полного представления об акус­
тических свойствах гистерезисной среды всегда 
интересно и полезно иметь наглядный образ зави­
симости о = а[е, /?(е), sign /?(£)] (или F = F[R(e),
sign/? (е)] и эволюции динамического гистерезиса 
в дополнении к его математической форме в виде 
уравнения состояния.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(грант 05-05-64941) и Гранта Президента РФ 
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Simulation of the Dynamic Hystereses in Microinhomogeneous Media 
Characterized by Imperfect Elasticity and Relaxation
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Abstract—Results of numerical simulations and a comparative graphical analysis are presented for two basic 
hysteretic models (hysteresis of friction and break-away hysteresis) of microinhomogeneous media character­
ized by imperfect elasticity and relaxation under a dynamic deformation.

№ 4АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 52 2006

mailto:nazarov@hydro.appl.sci-nnov.ru

