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Рассмотрена роль фазозависимых нелинейных процессов мри взаимодействии слабой сигнальной 
волны с интенсивной накачкой, частота которой кратна частоте сигнала. Определены ф азовы е со­
отношения, при которых поглощение звука звуком максимально. Показано, что с ростом соотно­
шения частот роль фазозависимого поглощения быстро ослабевает и может не приниматься во вни­
мание.
PACS: 43.25.Cb, 43.25.Lj, 43.30.Lz

П од н ели н ей н ы м  поглощ ением  звука звуком  
(П З З )  пон им ается  необратим ое ум еньш ение ам ­
плитуды (эн ерги и ) волны , назы ваем ой  сигналом, 
происходящ ее в результате  нелинейного взаим о­
действия с другой  волной в среде распространения. 
И м енно т а к о й  м еханизм  поглощ ения л еж и т в ос­
нове р а с ч е т а  к о эф ф и ц и ен та  затухания в тверды х 
телах , где ум ен ьш ен и е энергии звуковой волны 
происходит в  р езу л ьтате  взаимодействия с вы соко­
частотны м и теп л о вы м и  дебаевским и ф ононам и 
11]. Д ругим  при м ером  П З З  м ож ет служ ить погло­
щ ение зву ка  вн еш н и м  низкочастотны м  ш умовы м 
полем в ж и дкостях  и газах [2-5]. П рим ечательно, 
что поглощ ени е звука за счет вязкости  и теп лоп ро­
водности. о п и сы ваем о е  линейными членами урав­
нений гидродинам ики и теплопроводности, мож но 
считать р е зу л ь тато м  взаимодействия акустическо­
го си гн ала с ш ум ом , проявляю щ егося при м и кро­
скопических нелинейны х процессах перекачки  
энергии во л н ы  в поступательны е и внутренние 
степени свободы  м олекул. С читается, что  именно 
П З З  м о ж е т  б ы т ь  одной из причин аном ального 
поглощ ения зву ка  в о кеан е  [2, 5].

П о н и м ан и е  м ногих особенностей  это го  про­
цесса м о ж е т  б ы т ь  н айден о  при изучении коллине- 
ар н о го  взаи м о дей стви я  двух плоских регулярны х 
волн. П р и м ер о м  т а к о г о  рассм отрения являю тся 
р езу л ь таты  т е о р е т и ч е с к о го  и эксп ери м ен тальн о­
го и сследован и я  [6, 7] нелинейного  взаим одей­
ствия м ощ н ой  н и зкоч астотн ой  ((0/у 0)с) накачки
v ,, со сл аб о й  си гн альн ой  волной v (- ( v c  <  v H). под­
тверди вш ие н ал и ч и е  зн ачи тельн ого  доп олн и ­
тел ьн о го  зату х ан и я  вы со ко ч асто тн о го  сигнала. 
1акое п о вед ен и е  сигнальной волны  в присут­

ствии н а к а ч к и  явл яется  результатом  интенсивной

п ер екач ки  е е  энергии в во л н ы  ком би н ац и он н ы х  
частот.

При взаимодействии вы со к о ч асто тн о й  н акачки  
((%  сос ) и ни зкочастотного  си гн ал а  в бездиспер- 
сионной среде эф ф екти вн о сть  П З З  зн ач и тел ьн о  
о слабевает  из-за сильного н ел и н ей н о го  затухания 
самой н акачки , происходящ его в р е зу л ь тате  б ы ст ­
рого  п ревращ ен и я ее  в п и л о о б р азн у ю  волну б л а ­
годаря ген ерац и и  собствен н ы х гар м о н и к  [8]. Э та  
зако н о м ер н о сть  справедлива т о л ь к о  в тех  слу ч а­
ях, когда не проявляю тся ф а зо за в и с и м ы е  н ел и ­
нейны е проц ессы , эф ф е к т и в н о с т ь  и н ап р авл ен и е  
проявления которы х  о п р ед ел я ется  со о тн о ш ен и ­
ем н ачальн ы х ф аз  взаи м одей ствую щ и х  волн. 
Р оль последних в процессе П З З  м о ж е т  б ы т ь  весь ­
ма зн ачи тельн ой  и м н огократн о  п р евы ш ать  вклад 
ф азон езави си м ы х нелинейны х процессов. Рас­
см атриваем ая ситуация н аблю дается , в частности , 
при вы р аж ен н о м  п арам етри ческом  взаим одей­
ствии (В П В ), когда частота  н ак ач к и  вдвое п р евы ­
ш ает частоту' сигнала ((%  =  2сог ) [9 -12].

Ц ел ью  дан н ой  р аб о ты  я в л я ется  а н а л и з  роли  
ф азо зави си м ы х  нелинейны х п р о ц ессо в  при п о ­
глощ ении звука звуком в случае , к о гд а  ч асто ты  
сигнальной  волны  и н ак ач к и  к р а т н ы , т .е . F  = 
=  (%//сос  е  N. где /V -  2, 3, 4 , . . .  О с о б ы й  и н тер ес  
п р ед ставл яет  зависим ость эти х  п р о ц ессо в  о т  ве ­
личины  ч асто тн о го  п ар ам етр а  F.

Р ассм отрен и е задачи п роведем  на о сн о ве  у р а в ­
нения п росты х  волн, о п и сы в аю щ его  взаи м одей ­
ствие п лоски х  волн, р асп р о стр ан яю щ и х ся  в иде­
альной  квадрати чн о-н ели н ей н ой  среде б е з  ди с­
персии. А н ал о ги ч н ы й  подход д л я  ан ал о ги ч н ы х  
задач использован  в уч ебн о м  пособии  [13] (см. 
раздел 5.1). Граничное условие (в  т о ч к е  х  =  0) за -
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пиш ется в виде сум м ы  к о леб ан и й  с частотам и  сиг­
нала сос  и накачки  (%:

v ( t .  х  = 0 ) =  v r s in ( o w  + срг ) +
( |)

где v ( , v n  и (рс, <р/7-  н а ч а л ь н ы е  ам п ли туды  и ф а ­
зы  к о леб ательн о й  ско р о сти  взаи м одействую щ их 
волн. Д ля упрощ ения дальнейш его  анали за введем 
безразм ерн ы е п арам етры : V = v / v lh В  = v c / v /h z{) =

= .v(eoo v H/ t 'u ) = .v/.v0, где г  -  п ар ам етр  нелинейности 
среды : с0 -  скорость  зв у к а  в невозм ущ енной  ср е­
де: т = (/ — дтД*о) -  врем я в соп ровож даю щ ей  систе­
ме координат.

С  учетом  приняты х обозн ач ен и й  для (1) полу­
чаем

V(t, z 0 = 0) = # s in ( o n )  + sin (М о т  + <p0), (2)

где coc  = со; co/; = M o; cp0 = (cpc  -  Mp/7) -  ф азо в ы й  ин­
вари ан т бигарм онической  волн ы . Д л я  волн малой 
ам плитуды  ф азо вы й  и н вариант не зависит о т  вре­
мени и пройденного расстояни я, одн означно  ха­
рактеризуя  ф азо в ы е  соотн ош ен и я  в спектре и 
ф орм у  бигарм онической  волны . З ам ети м , что  о т ­
нош ение начальны х ам п ли туд  си гн ала и накачки  
в вы раж ении (2) явл яется  м алы м  п арам етром , т .е . 
В <  1.

Н а расстояниях, предш ествую щ и х о б р азо ва­
нию разры вов в волн овом  п р о ф и л е , поведение 
бигарм онической волн ы  оп и сы вается  реш ением  
в виде неявно заданной ф ункции

V( z 0, т ) =  в sin(C 0T+V % ) +
(3)

+ sin(/V o)i + N V z 0 + ф0).

Д ля дальнейш его  ан ал и за  ам плитуды  сигнальной 
волны  вы полним  сп ектр ал ьн о е  р азло ж ен и е  ре­
ш ения (3). Д ля этого  п ерей дем  о т  неявной  ф у н к ­
ции Ф  к явной, восп ользовавш ись новой перем ен­
ной ^  =  сот + гоФ(£). Т огда

Ф(5) = Ssin£+ sin(Mj + <Po). (4)
Ч астота со является  наим еньш им  общ им  к р а т ­

ным для частот сигнала и н акачки , п оэтом у  пери­
од ф ункции v{t)  и Ф (£) равен  2к .  Д л я  ф ункции с 
периодом  27Г сп ектр  вы р аж ается  известн ы м  со о т­
нош ением  [13, 14]

я

Q(z°) = - ^ г | [ е х р ( Д г 0Ф ( ^ ) ) - 1]х
—ТС

х е х р ( - Д О « ^ =  (5)
IT

=  j е х р (Д г 0Ф (£))ехр(-./А :£)</£.
-Я

П одстави м  в  (5) в ы р а ж е н и е  (4)
я

C*(z0) = - 2^ r J expf#z°[B sinq  +
-Я

+ sin(/V£, +  фо) ] | е х р ( - Д ^ )

Д ля д а л ь н е й ш е го  у п р о щ ен и я  п олучен н ого  вы р а­
ж ен и я  и сп о л ьзу ем  со о тн о ш ен и е

со

e x p (y n z o s in ^ )  =  £  У * (л го )ех р (Д 5 ),
к =

тогда
<«•

С М  = X  JP(kBzо) X  Js(kz0) х
V = s = -<«

х  е х р О ч р 0) J  е х р | j ( p  + sN -k .)% ]d £ ,.

-Я

З д есь

J ex p  [ j ( p  + s N - k ) ^ ] d t ,  =

-К

2 к  при p  + s N - k  =  0 ;

0  п ри  р  + s N  - к  * 0 .

Д ля А-й гар м о н и к и  в с п ек тр е  р асп р о стр ан яю ­
щ ейся в ср ед е  б и гар м о н и ч еск о й  волн ы  получаем  
вы р аж ен и е

X  3 Р (■k B z -o )  J s  ( *  z 0 )  е х р  ( j s  Ф о ) ,

P-S = -°° 
р + sN -  к = О

кото р о е  п р и м ен и тел ьн о  к сигнальной  волне (А = 1) 
п р и н и м ает  вид

оо

C | ( Z 0 )  =  - 7  У  ■/1 - * л ( 5 г 0 ) Л ( г о ) е х р О '5 ф 0 ) .
М)

В ы р ази в  б е зр а зм е р н у ю  величи ну  Zo ч ер ез  к о о р ­
динату  z  =  М (), н о р м и р о в ан н у ю  на расстоян и е о б ­
р азо ван и я  р а з р ы в а  в  н а к а ч к е  получим

оо

а д  =  - у  х У| лА( 7 7 (т ? ) е х р (ysф° ) (6)
S = -оо

и ли  в в ещ еств ен н о й  ф о р м е  записи

1> .  v l(2 . , )  =
V //

• -

= 7  I  -Л - s / v ( y  j sin(cor T + лф0).

(7)

5  =  - « *
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У чи ты вая  о гр ан и ч ен и е  0  <  z  <  1, н а к л а д ы в а е ­
мое условием и деальн ости  ср ед ы , а т а к ж е  следу­
ющие из условия зад ач и  со о тн о ш ен и я  В <  1, У  > 2 
п бы струю  сходим ость р яд а  (6), п р ед ел ы  сум м и­
рования м ож но о гр ан и ч и ть . Т а к , в ч астн о сти , при 
у  -  2 достаточн о  у ч есть  ч л ен ы  р яд а  с л* = (0; 1), 
чтобы  м акси м альн ая  п о гр еш н о сть  в указан н ом  
диапазоне расстояний  для В  <  0.1 и л ю б ы х  зн а ч е ­
нии ф0 не п р евы ш ал а  К)"5:

v,(z. t) = 7[у { т ) УоШ 8'п(а>сТ)

+ j -1

(8)

sin((Oc i  + ф 0)

И з вы раж ения (8) оч еви д н о , ч то  м ак си м ал ьн о е  
ослабление сигнальной  во л н ы  д о сти гается  в слу ­
чае сдвига ф а з  м еж ду п ер вы м  и в т о р ы м  с л а га е ­
мыми на тс. что д о сти гается  при услови и  ф0 = 0. 
При вы полнении э т о го  услови я д л я  ам п ли туды  
сигнальной волны  п о л у ч аем

'4 § ) " y'(i)]sin(<DcX)‘
Для У > 3 в силу бы строй  сходимости ряда при В  <  1 
достаточн о  р ассм о тр еть  сум м у п ри  s  =  (0; ±1)

7 д/
V ,(z ,x )  =  ^ - \ J ■$м*>sin(C0c X) +

+ J ,v ( ^ H ^ ) sin(®cT+(|)o)_-

(9)

В вы раж ениях (8) и (9) п ер во е  и в т о р о е  сл агаем ы е  
опи сы ваю т влияние ф а зо н е за в и си м ы х  ( V c ) и ф а ­
зозависим ы х (A V C) н ел и н ей н ы х  п р о ц ессо в  на ам ­
плитуду сигнальной во л н ы

V ,(z, х ) =  Vc( z, t ) - A V c( z, t ) , ( 10 )

причем  наличие последних п ри води т к до п о лн и ­
тельн ом у  о слаблен и ю  при условии

Фо = 0 для У  = 2 п У п  =  1 ,2 , 3, 

ф0 =  тс д л я  /V =  2 п - \ .

П роявлен и е ф а зо н е за в и си м о го  н ел и н ей н о го  
поглощ ения, о б у сл о вл ен н о го  взаи м о д ей стви ем  с 
накачкой  и о п и сы ваем о е  п ер вы м  с л а гае м ы м  в (9) 
и (10), п оказан о  н а  п ри м ере  и зм ен ен и я  ам п ли ту ­
ды  сигнальной во л н ы  на рис. 1а д л я  В  =  0 .1 . В о с ­
нове это го  проц есса л е ж и т  о т т о к  эн ер ги и  в во л ­
ны ком бинационны х ч а с т о т  (///со/7 ±  (0С). П ри  у ве ­
личении У  влияние н ак ач к и  на си гн ал ьн у ю  волну 
б ы стр о  о слабевает , ч то  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к ак  
сниж ение энергообм ен а м еж ду ними по  м ер е  роста  
соотнош ения их ч асто т .

Т ак ж е  б ы стр о  у м ен ьш ается  и д о п о л н и тел ь н о е  
ослабление си гн альн ой  волн ы  за  с ч е т  ф а з о з а в и ­

симой до б авки  A V C с увеличением  У. рис. 16. Во 
всех случаях , кроме N  =  2, появление ф азо зави си ­
мой добавки  происходит с зап азды ван и ем  по  к о ­
орди н ате . что  объясняется ин ерционны м  х ар ак ­
тер о м  образован ия сп ектра  У -го порядка, со д ер ­
ж ащ его  ком поненту с частотой  со( . Ч ем  б о л ьш е 
У. т е м  дальш е от излучателя (для норм ированной  
на х РН коорди н аты ) образуется  A V C. Э то т  процесс 
ан алоги чен  пространственном у зап азд ы ван и ю  
генерации  вы сш их гарм оник гарм он и ческой  во л ­
ной кон ечн ой  амплитуды  [14] в силу каскадн ого  
х ар ак тер а  нелинейны х процессов.

О тм ети м  особенности рассм атриваем ы х м еха­
низм ов нелинейного  поглощ ения:

1. ф азо н езави си м о е  п о гл о щ ен и е  н ач и н ает  
п р о явл яться  в спектре вто р о го  п орядка  вн е з а в и ­
сим ости  о т  величи ны  N  и является  р е зу л ь тато м  
взаи м одей стви я волн ком би н ац и он н ы х  ч асто т  
СО/, ±  соС; с н акачкой ;

2. д о б ав к а  A V C, отвечаю щ ая за  ф азо зави си м о е  
п оглощ ен и е, появляется с запазды ванием  -  на 
этап е  генерации  в среде сп ектра  У -го  п орядка  и 
обр азу ется  в результате  м н огократн ой  т р а н с ф о р ­
м ации сп ектра  вниз по частоте , ч то  в силу прави­
ла М эн л и -Р о у  при (У  -  1)-м п реобразован и и  ча­
стоты  о ч ен ь  бы стро  п он и ж ает ее амплитуду.

Д ля У  >  3 поведение сигнальной волны  доста­
то ч н о  то ч н о  описывается вы раж ением  (7) при s  =  0:

V1( z , x ) - ^ J 1( ^ ] 7 0( ^ s i n ( ( o cx ) , (11)

в  к о то р о м  отсутствует зависим ость о т  ф0. П о ­
греш н ость  при расчетах но (11) для В  <  0.1 и z <  1 
не п р ев ы ш ает  0.15% .

П ар ам етр о м , характеризую щ им  П З З , я в л я е т ­
ся н ели н ей н ы й  к о эф ф и ц и ен т  поглощ ения

1 d v c ( z )
<*c(z) =  « с о +  а с(ф<>) =  — -----

V  (• u  Z

простран ствен н ы е зависим ости к о то р о го  п ри ве­
дены  н а рис. 1в. Здесь кривы м и /  и 2  п о к азан ы  
сум м арны й к о эф ф и ц и ен т  поглощ ения а г  и  его  
ф азон езави си м ая  ком понента при У  =  2. где 
видна дом инирую щ ая р о л ь  ф азо зави си м о й  к о м ­
поненты  (х< (ф0). К ривая 3  и точки  в ее  о к р ес т н о ­
сти соответствую т аналогичны м  зависим остям  
при У  =  3, но. как видно, здесь р о л ь  ф азо зави си ­
мой составляю щ ей пренебреж им о мала. Д ля /V >  4 
пространственны е распределения осс  и а го п р а к ­
ти ч ески  совпадаю т (кри вы е 4  и  5 ). Т аки м  о б р а ­
зом . при У  >  3 им еет место преим ущ ественно ф а ­
зонезави си м ы й механизм П З З .

Р езу л ьтаты  эксп ери м ентального  и сследо ва­
ния П З З  в волнах с соотнош ен ием  ч асто т  У  =  2 
приведены  в р аб о те  [9], где п оказан о , что  б л а г о ­
даря ф азозави си м ы м  нелинейны м  процессам
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Рис. I. Пространственные распределения амплитуды 
сигнальной волны и ее коэффициента поглощения, 
а) тиснение амплитуды сигнальной волны в результа­
те фа юнезависимых нелинейных процессов (/J = 0.1).
Г») фазозависимая добавка к сигнальной волне [Н = 0.1). 
в) пространственное распределение коэффициента по­
глощения сигнальной волны при различных N.

ослабление сигнальной волны может достигать 
20 дБ и более. Об амплитудном и пространствен­
ной зависимости поглощения сигнальной волны в 
этом случае можно получить представление на

примере осциллограмм для частот сиг /2л = 1.4 МГц 
и (0///2ТС = 2.8 МГ ц, приведенных на рис. 2. Экспе­
римент проводился в воде с плоским пьезо кера­
мическим излучателем диаметром 30 мм. Для на­
глядности импульс накачки задержан относи­
тельно импульса сигнальной волны на половину 
длительности импульса. В результате с накачкой 
взаимодействует только вторая половина им­
пульса сигнальной волны, а первая его часть рас­
пространяется в отсутствие накачки. Изменение 
сигнальной волны в зависимости от амплитуды 
накачки на расстоянии х  = 63 см от излучателя по­
казано на рис. 2а. где напряжению U H =  130 В со­
ответствует 2eRe„ = 83.4. На рис. 26 приведены 
осциллограммы сигнальной волны на разных рас­
стояниях вдоль акустической оси при неизменных 
амплитудах сигнала и накачки: 2eRec- = 8.2 и 
2cRe„ = 83.4. Здесь Rec и Re„ -  начальные значе­
ния (д = 0) акустических чисел Рейнольдса сиг­
нальной волны и накачки.

Для случая N  = 3 наблюдение ПЗЗ проводи­
лось на экспериментальной установке, описанной 
в [15], с использованием круглого плоского пье­
зокерамического преобразователя диаметром а  = 
= 15 мм и резонансной частотой (i)(/2 jc = 1310 кГц. 
частота накачки составляла со„/27Г = 3930 кГц. Из­
мерялись осевые распределения амплитуды сиг­
нальной волны в отсутствие и при одновремен­
ном излучении с накачкой. Амплитуда сигналь­
ной волны на поверхности излучателя оставалась 
неизменной (2eRec = 0.55), а амплитуда накачки 
изменялась, но всегда выполнялось условие В  1.

Результаты измерений приведены на рис. 3. 
Кривая / представляет собой осевое распределе­
ние амплитуды сигнальной волны без накачки 
(2cRe,/ = 0). В присутствии накачки (кривые 2 - 4 )  
наблюдается дополнительное затухание сигнала, 
обусловленное их нелинейным взаимодействием. 
При максимальной амплитуде накачки (2 ^ е „  = 
= 32.4) ослабление сигнальной волны составило 
порядка 1.1 дБ (кривая 4) .

В эксперименте не удалось обнаружить нели­
нейное фазозависимое затухание сигнала, что 
объяснятся весьма малой его величиной и вполне 
согласуется с теоретическими оценками. Так, в 
частности, из рис. 16 следует, что величина фазо­
зависимой нелинейной добавки к сигнальной вол­
не ДУсдля N  = 3 более чем на два порядка меньше 
по сравнению с ВПВ. Чтобы экспериментально 
зарегистрировать фазозависимое поглощение сиг­
нала, необходимо излучать более высокую ам­
плитуду накачки, чем это позволяла сделать из­
мерительная установка. Отметим, что в отличие 
от плосковолновой теоретической модели экс­
перимент проводился в условиях дифрагирую­
щих пучков, где, начиная с расстояния л > 0.1 м. 
начинает сказываться сферическое расхожде­
ние сигнальной волны, приводящее к ослабле-
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U,, = О

1

л* = 0.15 м

! -  *  - н н
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U„ = 40 В

i _ L i
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Ш9Ц .

■
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Рис. 2. Амплитудная (а) и пространственная (б) зависимости поглощения сигнальной волны при N  = 2 и фо = 0.

нию нелинейного поглощения звука звуком. Фа­
зовые соотношения между сигналом и накачкой 
устанавливались по результатам измерений в 
дальнем поле на оси пучка для режима малых ам­
плитуд обеих волн. Несмотря на влияние дифрак­
ции, в эксперименте достаточно хорошо просле­
живается быстро ослабевающее с ростом N  =

Р о  дь

Рис. 3. Осевые распределения амплитуды сигнальной 
волны при различных амплитудах накачки (N  = 3).

= 0 )///(i)c влияние фазонезависимых и фазозависи­
мых нелинейных процессов на распространение 
низкочастотной сигнальной волны.

Результаты теоретического анализа и экспе­
римента указывают на случай ВПВ, как наиболее 
эффективный при реализации задачи ПЗЗ. В 
рамках единого теоретического подхода показа­
но, что с увеличением соотношения частот между 
низкочастотной сигнальной волной и высоко­
частотной накачкой (при условии их кратности) 
производительность фазозависимых нелинейных 
процессов быстро спадает и при N  > 3 ими можно 
пренебречь.

Работа выполнена в рамках гранта CRDF, 
поддержанного Американским акустическим об­
ществом.
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Abstract—The role of the phase-dependent nonlinear processes that accompany the interaction of a weak sig­
nal wave with an intense pump wave is investigated for the case of the pump frequency being a multiple of the 
signal frequency. Phase relations that provide the maximum absorption of sound by sound are determined. It is 
shown that, as the frequency ratio o f the waves increases, the role of the phase-dependent absorption rapidly 
decreases and becomes negligible.
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