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Методом преобразований Фурье решена задача о возбуждении продольных, поперечных и поверх­
ностных рэлеевских волн точечным гармоническим источником, расположенным в однородном 
изотропном идеально упругом полупространстве и действующим вдоль нормали к его поверхности. 
Методом реакции излучения без применения каких-либо приближений получены выражения для 
средних за период мощностей излучения перечисленных волн. Подробно исследованы особенности 
распределения излучаемой мощности по различным типам волн в зависимости от соотношения 
между их скоростями и глубины расположения источника.
PACS 43.20.Gp, 43.20.Rz, 62.30.+d, 91.30.Cd, 91.30.Fn, 91.30.Bi

Задачи, связанные с возбуждением упругих 
волн в твердых средах, представляют интерес как 
для изучения природы естественных сейсмиче­
ских явлений, так и для разработки методов сей­
смического зондирования грунта и неразрушаю­
щего контроля материалов. Важные для практики 
вопросы генерации и распространения упругих 
волн возникают уже в рамках наиболее простой 
модели, когда твердое тело представляет собой 
однородное изотропное идеально упругое полу­
пространство. Здесь, в первую очередь, следует 
отметить проблему создания сейсмических ис­
точников с заданными характеристиками на­
правленности излучения и с требуемым распре­
делением излучаемой мощности по типам упру­
гих волн.

Очевидно, что находящиеся на поверхности 
твердого тела и расположенные на некоторой глу­
бине под ней сейсмические источники будут зна­
чительно отличаться по характеристикам созда­
ваемого ими излучения. Главным образом, это ка­
сается возбуждения поверхностных волн Рэлея.

Энергетические характеристики упругих волн, 
возбуждаемых в однородном твердом полупро­
странстве поверхностными источниками, изуче­
ны в настоящее время достаточно полно |1— 5]. В 
качестве подповерхностного источника обычно 
рассматривается центр расширения (центр д а р е ­
ния). Распределение мощности излучения по ти­
пам упругих волн в твердом полупространстве для 
случая гармонического центра расширения рас­
смотрено в |6 |. В 171 вычислены энергии излуче­
ния продольных, поперечных и рэлеевских волн

для случая импульсного монопольного источни­
ка в полуограниченной упругой среде. Случай то­
чечного импульсного источника, обладающего 
произвольной диаграммой направленности, рас­
смотрен в [8|.

Сейсмические поля, создаваемые в упругих 
средах импульсными поверхностными и подпо­
верхностными источниками, исследовались ме­
тодами контурного интегрирования в многочис­
ленных работах (см., например, (9— 131 и цитиро­
ванную там литературу). Однако энергетические 
характеристики сейсмоизлучения при этом не 
вычислялись. Задача о распространении волн в 
жидком слое, лежащем на упругом полупростран­
стве, для случаев гармонических монопольного 
(типа пульсирующей сферы) и дипольного (две 
близко расположенные пульсирующие в проти­
вофазе сферы) звуковых источников решалась 
соответственно в [14| и [ 15). В указанных работах 
рассмотрена ситуация, когда толщина слоя очень 
мала по сравнению с длинами излучаемых волн. 
Для данного предельного случая вычислены 
мощности излучения продольной и поперечной 
волн в твердой среде, а также поверхностной вол­
ны Рэлея, в которую при малой толщине слоя пе­
реходит фундаментальная мода. Различные типы 
гармонических источников, действующих в упру­
гом полупространстве, рассматривались в моно­
графии [16|. Однако детальный численный ана­
лиз мощности излучения гармонического подпо­
верхностного источника ранее, по-видимому, не 
проводился. Это распределение важно при разра­
ботке систем сейсмического зондирования грун­
та и неразрушающего контроля материалов, а
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также при рассмотрении рассеяния упругих волн 
в полупространстве на точенном подповерхност­
ном включении. Настоящая работа восполняет 
этот пробел.

Пусть плоскость г = 0 цилиндрической систе­
мы координат /*, ф, z совпадает с поверхностью од­
нородного изотропного твердого тела, занимаю­
щего полупространство z  > 0 и характеризуемого 
плотностью р и скоростями продольной С/ и попе­
речной с, волн. На глубине z = А под началом коор­
динат действует точечная гармоническая сила 
циклической частоты со, направленная вдоль оси z- 
Таким источником может быть сейсмовибратор, 
установленный внутри полости с размерами, ма­
лыми но сравнению с длинами излучаемых упру­
гих волн, или сила, действующая вдоль стенок уз­
кой вертикальной скважины.

Смещения и в твердом теле описываются не­
однородным уравнением Ламэ:

I2
— (А + p)graddivu -  цДи =

= f 0ez^ H z - h ) e - iM,
2пг

где X и )д — параметры Ламэ,У^ — амплитуда при­
ложенной силы, 5 — символ дельта-функции Ди­
рака и е: — орт оси z - Нетрудно показать (см., на­
пример, [17, с. 3911), что интегрируя уравнение 
(1) по z в пределах от Л — ^ до А + ^ и переходя к 
пределу ^ -> 0, можно получить граничное усло­
вие для вертикальных компонент тензора напря­
жений на горизонте приложения силы г =  А:

Z = h.
2пг

Здесь индекс “0" соответствует слою 0 < z < А, а 
величина без индекса — полупространству z > А. 
При этом смещения в твердой среде будут описы­
ваться однородным уравнением Ламэ. Кроме то­
го, при z = А должны выполняться условия равен­
ства вертикальных и горизонтальных компонент 
вектора смещений, а также касательных компо­
нент тензора напряжений. На свободной поверх­
ности твердого тела выполняются условия равен­
ства нулю касательных и вертикальных компо­
нент тензора напряжений. Для описания полей 
упругих волн удобно стандартным способом вве­
сти скалярный и векторный потенциалы. Для по­
тенциалов справедливы волновые уравнения, ко­
торые следует решать методом преобразований 
Фурье.

Нас будут интересовать мощности излучения 
продольных, поперечных и рэлеевских волн. Для 
гармон и чес кого осеси м метричного источи и ка 
среднее за период волны значение полной излу­
чаемой мощности дается выражением:

W = —тг Re
ГС

ito^f*(r)u.(ryh)rdr
_ с

где J{r) — давление, создаваемое источником на 
плоскости z = А, звездочка означает комплексное 
сопряжение. Подставляя в (2) выражения для 
/*(г) и и,(г; А) в виде интегралов Фурье, приходим 
к виду:

W = ^ “- R e  \{(к2 + к р ,)1 Ц к )-* к 2к&Д2к2 -  к?)х 
8тфсо J

где

хе
о

/'(К/ + к,) 2 , 2ч 2+ [(2к - к , )  -4А: к,к,|х ( 3 )

{KlK/ iK'h- k 2e2lK'h) } - ^ - ,
k, W )

Ч /  — '[^[i ' к и
СО

1.1
R0(k) = (2к2 -  к 2)2 + 4к2к,к,.

Вклад в реальную часть интеграла (3) дают те 
участки пути интегрирования, где подынтеграль­
ная функция действительна, а также полувычет в 
лежащем на действительной оси полюсе подын­
тегрального выражения. Этот полюс определяет­
ся из решения уравнения Я0(А) = 0 и соответствует 
поверхностной волне Рэлея.

Нетрудно видеть, что при к > к, подынтеграль­
ная функция в (3) чисто мнимая, причем в этой 
области лежит рэлеевский полюсА =  Ал. Интегри­
рование в (3) дает суммарную мощность излуче­
ния продольной и поперечной волн. Мощность 
поверхностной волны Рэлея WR пропорциональ­
на пол у вычету в полюсе к =  kR:

где
И = H ^0)U A ),

WR(0) = _ ffoy>kfijkR к,
4р с^Чкя)

(4)

(5)

— мощность волны Рэлея, возбуждаемой поверх­
ностным источником 118, 191, функция

U V  =
-Jki-kfh 4 k j - k f h

к]

32
( 6)

определяет зависимость мощности от глубины, 
на которой находится источник. В (5) введено 
обозначение

К(кК) = ^ ^dk k  =  k R  

2?kf(4kl -  к 2) -  %к%к kh
k A 2 k \ - k t f
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Рис. 1. Зависимости мощностей излучения продоль­
ной (/), поперечной (2), рэлеевской (J) волн и полной 
излучаемой мощности (4) от глубины расположения
источника при п = c jc l = 1/7(3).

Отметим, что выражение (5) для мощности из­
лучения рэлеевской волны, возбуждаемой по­
верхностным силовым источником, значительно 
короче и проще, чем соответствующие выраже­
ния, полученные в [1, 3| путем подсчета потока 
мощности через поверхность полубесконечного 
цилиндра, содержащего источники внутри себя.

Перейдем к вычислению мощности излучения 
объемных волн. Поскольку к/ < А„ то, очевидно, 
интегрирование в (3) по А от А, до к, не может опи­
сывать мощность излучения продольной волны. 
Интегрирование поданному интервалу дает часть 
мощности излучения поперечной волны. Выде­
ляя в интеграле (3) реальную часть для интервала 
А,< А < А„ имеем:

к,

I;J L

4лрсо •1к,|Л0(Л:)|
{(2к‘ -  Л,2)4sin2 к,А +

+1 вк V,2k 2 c o s2 к ,h + 4q,K,(2k2 -  А,2)2 х 
x(qlK,e~2a'h -  к1 sin 2к,А) + 4q,K,(2k2 -  kj)e'Q,h х 

xf(2A2 -  к 2)2sit\K,h - 4k2q,K,coSK,h]}dk.

где |tf0(A)|2 =  (2к2 -  к 2 )4 + 16А V k 2 ,  q ,=  yjk2 -  к 2 .  

Аналогичный (7) вид должно иметь выражение 
для мощности излучения поперечной волны на

участке интегрирования 0 < А < А/. Выделяя в (3) 
конструкцию, соответствующую (7), получаем:

И'/0 = Г—fk_— {(2к2 -  A,2)4sin2K,A +
4лрсо^кЛ2(Л)

+ 16A4k 2k 2cos2k ,A +  4(2А2 -  А,2)2к 2к 2 +  ^
+ 4(2А2 -  A/j V/K/SinK/AsinK^ -

— 16(2А2 -  А2)А2к 2к 2 cosk / И cos к ,h}dk.
Оставшаяся часть мощности на участке инте­

грирования 0 < А < А/относится к продольной волне:
ki

IV, = - А _  f - ^ - { ( 2 A 2 -  A2)4cos2k ,A +
4лрш(̂ 2(А)

+ 16A4K2K,2sin2K,A + 4(2А2 -  к 2)2к* + (9)

+4(к2 - 2 к 2)к \(2 к г -  A2)2cosK/AcosK/A -

-  4A2K/K/sin K,AsinK,A|}</A.
Выражения (9), (8) и (7) для мощностей излу­

чения продольной и поперечной волн были полу­
чены без использования каких-либо приближе­
ний. Эти же выражения можно получить путем 
вычисления потока мощности через поверхность 
полусферы радиуса, большого по сравнению с дли­
ной волны, содержащей источник внутри себя.

При нулевой глубине источника, h —> 0, форму­
лы (7)-(9) переходят в известные [1] выражения.

Перейдем к количественным оценкам. При 
проведении численных расчетов удобно предста­
вить выражения для мощностей излучения волн 
различных типов в виде |1 J

471рС/

где Wt — безразмерные численные коэффициен­
ты (индекс “Г  принимает значения /, ty R и обо­
значает тип волны). Зависимости численных ко­
эффициентов W/ ^Wl ,W R и

=& , + &, + &*
относящихся соответственно к продольной, по­
перечной, рэлеевской волнам и к полной излуча­
емой мощности, от приведенной глубины источ-
ника h = h/X, (Xt — длина поперечной волны) 
представлены на рис. 1. Расчеты выполнены для
случая п =  с/с/ =  1 / 7 з  (при этом в твердой среде 
равны параметры Ламэ X и р). Для поверхностно­
го источника имеем

Щ 0) = 0.333; Щ 0) = 1.2455;
Й/^0) = 3.2578; И>о1(0) = 4.8363,
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Рис. 2. З а в и с и м о с т и  м о щ н о с т е й  и з л у ч е н и я  п р о д о л ь ­
н о й  в о л н ы  о т  г л у б и н ы  р а с п о л о ж е н и я  и с т о ч н и к а  п р и  
р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и я х  п а р а м е т р а  п = ct/ch / -  п =
=  I / Л  ;  2 — п  =  0 .4 ;  3  — п  =  0 .6 5 .

и/

Рис. 3. З а в и с и м о с т и  м о щ н о с т е й  и з л у ч е н и я  п о п е р е ч ­
н о й  в о л н ы  о т  г л у б и н ы  р а с п о л о ж е н и я  и с т о ч н и к а  п р и

р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и я х  п а р а м е т р а  п  =  с,/с/. /  — / 7=1  V5 ; 
2 — п = 0 .4 ;  3  -  п  =  0 .6 5 .

что совпадает с известными результатами 11 ]. При 
этом на долю волны Рэлея приходится r\R*  67.4% 
всей излучаемой мощности, а на доли продоль­
ной и поперечной волн — соответственно т|/ « 
«6.9% и г],« 25.7%. Зависимости мощностей из­
лучения упругих волн от глубины расположения 
источника являются немонотонными. Мощность 
излучения волны Рэлея при удалении источника 
от поверхности нарастает, достигает максимума, а 
затем экспоненциально убывает, что определяет­
ся видом функции C,R(h) (см. (4), (6)). Мощности 
излучения продольной и поперечной волн снача­
ла уменьшаются с ростом глубины источника и 
достигают минимумов на глубинах, равных при­
близительно половине длины поперечной волны. 
Затем после нескольких осцилляций их значения 
приближаются к численным величинам

определяемым формулами

/о У
12лрС/'

в безграничной среде. Величина Wr при h > \ ,  

всегда превышает W * .

Отметим, что для данной модели источника 
численное значение мощности излучения про­
дольной волны, возбуждаемой поверхностным 
источником в упругом полупространстве, всегда 
больше значения мощности излучения в безгра­
ничной среде. Для поперечной волны имеет ме­
сто обратное соотношение.

Аналогичный вид имеют зависимости приве-
^  ^  /V

денных мощностей излучения W, , Wt и WR при 
других значениях отношения скоростей продоль-
ных и поперечных волн. При этом Wfjn) имеют 
довольно сложный осциллирующий характер
(рис. 2). Значения величин Wt , W, и полной при­
веденной мощности lVlot всюду возрастают при 
уменьшении параметра п (рис. 3—5).

Как отмечалось выше, зависимость мощности 
излучения рэлеевской волны от глубины источ­
ника всегда имеет максимум (обозначим его
fVRmax)). Этот максимум соответствует приведен­

ная мощности излучения продольных и попереч­
ных волн в безграничной упругой среде. При этом
величина W, в полупространстве осциллирует 
вблизи уровня, который чуть ниже, чем значение

ной глубине источника Атах « 0.125 для сред, у ко­
торых между параметрами Ламэ имеет место 
условие X >  р (эго характерно для некоторых ви­
дов резины), и глубине Атах » 0.01, если X <  р.
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Wr

Рис. 4. Зависимости мощностей излучения поверх­
ностной волны Рэлея от глубины расположения ис­
точника при различных значениях параметра п  = с,/с/.

1 - п = \ / Л \ 2 - п  =  0.4; 3 - п = 0.65.

В случае X >  \х значение Й^тах> превышает вели-
чину И^О) приблизительно на 40%. Если X <  р, 
то относительная высота максимума составляет 
несколько процентов. Для большинства твердых 
тел параметры Ламэ имеют одинаковый порядок 
величины, и значение величины п лежит прибли­
зительно в пределах от 0.4 до 0.6. При этом превы­
шение W {r x) над WR(0) составляет около 10—25%. 
Данное обстоятельство следует учитывать, в част­
ности, при разработке устройств для сейсмиче­
ского зондирования грунта и неразрушающего 
контроля материалов, когда необходимо излучить 
максимальную мощность в рэлеевскую волну.

Другой важной особенностью распределения 
мощности излучения по типам волн является то,
что при глубине источника Л* «  0.38, из-за немо­
нотонности зависимостей \V,(h) ,  Wt(h) и \VR(h), в 
рэлеевскую волну уходит более 90% всей излучае­
мой мощности. При этом доля мощности излуче­
ния рэлеевской волны возрастает с увеличением 
отношения п =  с,/с1 от r\R =  91.3% при п = 0.4 до
г|д =  98% при п =  0.65. При п =  1Д/3 имеем r\R = 
=  95.7%. Абсолютное значение приведенной мощ-
ности W^h*) меньше, чем для поверхностного ис­
точника, причем отношение W ^h*)/\V^0) убы­
вает с ростом параметра п от 0.71 при п = 0.4 до
0.38 при п =  0.65.

Рис. 5. Зависимости полной излучаемой мощности от 
глубины расположения источника при различных
значениях параметра п = сг/с /. 1 — п =  1/V3; 2  — п  =
= 0.4; 3  — п  = 0.65.

Таким образом, в работе без применения ка­
ких-либо приближений получены выражения для 
средних за период волны мощностей излучения 
продольной и поперечной сферических волн и 
поверхностной волны Рэлея, возбуждаемых в по­
лупространстве гармоническим источником. 
Данная задача представляет интерес также для 
исследования рассеяния упругих волн на подпо­
верхностных включениях в твердой среде, по­
скольку в борновском приближении метода воз­
мущений задача рассеяния волн может быть ре­
шена путем введения эффективных источников 
рассеянных волн (вторичных источников). Кон­
фигурация вторичных источников и характери­
стики их излучения определяются формой и 
внутренней структурой исследуемой неоднород­
ности и параметрами зондирующего волнового 
поля.
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