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Наосиове интеграла Рэлея получена фор мул а для звукового давления, создаваемого осесимметрич­
ным плоским излучателем в жестком экране, при неравномерном распределении нормальной со­
ставляющей колебательной скорости и гармоническом режиме колебаний. Формула получена при 
условии более слабом, чем условие нахождения точки наблюдения в зоне Фраунгофера. Оно требует 
малости не размеров излучателя по сравнению с размером зоны Френеля, проведенной из точки на­
блюдения, а лишь величины, меньшей в число раз, равное квадратному корню из отношения рас­
стояния точки наблюдения до центра излучателя к половине его радиуса. В случае распределения 
колебательной скорости в виде полинома по четным степеням радиальной координаты поле на оси 
симметрии представлено конечной суммой элементарных функций.

Юиочевые слова: излучение звука, зона Френеля.

Звуковое давление, создаваемое в среде произ­
вольно колеблющимся элементом плоского излу­
чателя площади clS, расположенного в плоском 
жестком экране, равно

=  J L l v ( , _ * U

2nRdt \ с)
где R — расстояние от точки наблюдения до цен­
тра элемента dS  излучателя, v(t) — скорость его 
колебаний, / — время, р — плотность среды, с — 
скорость звука в ней. Огсюда полное звуковое 
давление представляется интегралом Рэлея [ 11

$

где интегрирование проводится по всей поверх­
ности излучателя, г и z  — цилиндрические коор­
динаты точки наблюдения. В общем случае рас­
чет поля требует двойного интегрирования, но 
при равномерном распределении нормальной со­
ставляющей скорости оно может быть сведено к 
однократному интегрированию или даже прове­
дено до конца [2—5]. Однако проблема уменьше­
ния числа интегрирования и получения удобных 
расчетных формул остается даже при осесиммет­
ричном распределении нормальной составляю­
щей скорости по излучающей поверхности.

Проведем расчет звукового давления при осе­
симметричном распределении нормальной со­
ставляющей скорости вида = v Qu(t) е (ц /а 2)

по излучающей поверхности, где г\ — радиальная 
координата, а — радиус излучателя, в общем слу­
чае «(/) =  ехр(—/соО, со -  круговая частота, но для 
расчета поля на оси излучателя и(Г) может быть 
произвольной функцией времени. При этом (1) 
сводится к виду

G /  ‘У ^

/>(/,^) = pv0̂ jV p r  О)
о ^а ' о

где R 2 = Ri + z \

R i  =  +  r\ -  2rr)cos(p,,2 2 . 2 (3)
r — расстояние от центра поршня до проекции 
точки наблюдения на плоскость поршня. Отсюда
и из (2) и (3) следует R 2 = /?0 + r f  -  2rr|cos<p,

4  + Т ' Ч  =
а

= p v 0-  [л /7 ^2 U  U
\  У ;  I

V 71

t - R - R o \ \
с ! R

(4)

R
/

где Rj = г2  + z 2 ,  —  = . 11 + — —  -  2sinGcos(p
*o V *о

2

= 1 -  Д -sin 0 cosip + З Ц ( | -  s in2 0 cos2 tp) + О
К  2 R0

f 3N
Л_

kK j

sin Q = r/R 0, I + 2Lsin 0costp — -21 X

R R,0 2 Rо
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х (l -  3sin2 0cos? (p) + О
зN

2L . Пренебрежем здесь

слагаемыми порядка (г|//?0) \  что для к (г— /?0) со­

ответствует условию к а а
2R()

<  1, где к — волно­

вое число. Это более мягкое условие, чем условие, 
используемое при получении характеристики на­
правленности излучателя. Оно требует малости 
не размеров излучателя по сравнению с размером 
зоны Френеля, проведенной из точки наблюде­
ния, а лишь в y jlR ja  раз меньшей величины. 
Таким образом, оно допускает возможность 
расчета поля в зоне Френеля в рассматриваемом

R -R ,о _приближении. Разложив в (4) u^t -

cxp[ik (R - Ro)]u(t) в ряд ехр[/7с(Л -  До)]-]- =  \  +

+ ik (R -  Ло)~ +  + ^о)]Я~  + ” * и ис"
пользуя формулу для бинома Ньютона, имеем:

R -  Rl) = -л sin 0cos(p

+ —  (sin2 Geos2 (p -  ]) + О
2 R0

2Л
Л

2
VЩ Л

(R -  Roy  = (-л)" sin''0cos''(p + « - ^ - x2R(I

x |s in 20cos2(p - ljs in” 1 Ocos" 1 cp + 0 Y N
t i n

= _ л  
R

sin0cos(p +

+ T L ^ s in 3 Qcos2 ф -  l) + o f  —
2Л,,v \R 2

0/_
Заметим, что при sin0 —> 0 точность этих формул 
увеличивается, и в пределе их относительная по­
грешность составляет величину о(т\ j /?о)-

Проинтегрировав по ф с учетом равенств

Г cos2" ф</<р = — — ~~ к [6 \ и Г cos2"+l фт/ф = О,
Jt я! 2"

получим: -  £ ^ ^ ф  =  I + Л
2 Ro

- s in 2 0 --1 + 0
2 Л\

п_
«о J /

и с той же относительной точностью

—!— Г(/? -  /г0)2"^а,/ф « г,2" — Ц— sin2" 
(2«)!тг ° ' R (и!)24"

О
О

при п > 1,

----- ------ f ( /? -* 0)2''+' - ^ P(2п +1)! д •*' '  R

1 Ь+2 1
2Л„ (л!)21-2л + 2

2w + 3sin20 ’1/sin0
2 п

Я
-  [ехр[/Л:(«- /?„)] Y /ф * 
п J Ко

1 + /3
2 R, \ 2

ik
о / 

2 п
+
h >1?H V o

+ -  4- (5)

х

, ri2[ ^ - i i sin20 - i
2R<) \2п + 2

Искомое звуковое давление находится по форму­
лам (4) и (5):

p(r,z) = pcvaexp(ikR0 )ka -~ -P (r ,z ) ,
2 R{)

а f  2\ П

P(r,z) = 4 ^ ^ F  Y W ^ e x p [ / * ( / ? - * 0)]^<f>*

1 + 2 l l ( 3sin20 - l ) f — ~ ik
2 Rn \ 2  >{Ro ,

+ •••

1(-1)" (— sin 0)
V ’ \ 2  I (л!)2

X

I - ^ ( 7 й ±
2«o \2л +

- s in 2 0 
2

+ •**

При равномерном распределении скорости коле­
баний, когда F(vf/ar) = 1, нормированное звуко­
вое давление Д г, z) равно

а
Л»(г> *) =  - 'Л  М л ~  Гехр[/Л(Л -  Л (,)]^Ф  -a J к J КО О

_ / _ W 3 sin3o - i ) f / A  + *al --------
/1, Ло J

— — (-1)я(— sin9, 2
л + Г  У 2 I (л!)2

2«
I

А:я — sin о)2" х
v 2 (л + 2) 2/?0 V 2 

x _ J _ (2 « ± 3 sin2e
(л!)2 '2л + 2 /

Аналогично, при F(r\2/a2) = (г\2/а2)т имеем
о Я

( Л  г )  “  Л  r f n  -  J e x p  [ Л  ( Л  -  Л о ) ]  - ^ ф  *
a J й  /vо о
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0

Характеристика направленности и амплитуда звукового давления при ка = 3 в гармоническом режиме колебаний 
поршня. Сплошная кривая / — безразмерная характеристика направленности Ф(0)2!(ка) при неравномерном распре­
делении нормальной составляющей скорости колебаний по безразмерному радиусу поршня т\/ а  по закону F(x) = 1 4 
4 О.бх, х ц2/а?\ Пунктирная кривая 2 — аналогичная функция Фе(0)2/(ка) при равномерном распределении к\х) = 1. 
Штрих-пунктирная кривая 3 -  безразмерная амплитуда звукового давления Рс(0)/?0/л при R()/a = 2 и F(x) = 1. Штри­
ховая кривая 4 P(O)R0/a -  то же при /'(х) = 1 • О.бх.

от + 1 2(от + 2)/?о
*— ( W o - i ) f / - ^ +
+ 2)Rn\2 l{  Ro

ка

—(—1)" -— -— -[— sine]2"—Е _
(от + л +1)1 2 / (я!)2

ка
i
ка 2п

2(/л4-я-ь2)Ли\ 2 
I ( 2 л + 3 ■ „ 2

sin 0 х

sin 0 - 1 -----.
(п \у \ 2 п + 2

Линейная комбинация этих величин образует ис­
комое нормированное звуковое давление. Обра­
зуя для такой комбинации коэффициенты

С^ + Х ,„ > Л —^
функции

г ( ц 2/ а 2)=  | + Х /7'» \ г ’

соответствующие заданной

( 6)

I а
представим искомый результат в виде

p[t + у  ,л г )  =  pcv(ljj-P { r ,z )u ( t) ,

где

P(r,z) * -/' С, + C , - ^ ( - s i n 20 - l j  
'  2 Rq v2 I

-G. k a l 3 - 2
2 - s in _ 0 — 1

2R{)\2

" K i n ©
, 2 п

-
1 2 1 («!)

ка2 I2 п + 3
(я!)2 2Rj ,2л+ 2

sin‘ 0 -1

причем амплитуда колебаний во времени равна

pCVo ксС
2 R0

И -

Для нахождения характеристики направлен­
ности излучателя следует удерживать здесь лишь 
старшие слагаемые, которые нечетных по к мно­
жителей не содержат. Тогда характеристика на­
правленности

Ф(0) = lim Д о - н с — iP

принимает вид

ФМ ) = у [ б |  - ^ 2  ( у  sine) + +

+ (-!)"  Cn+ll - s i n 0 1 + •
(7)

2 / ( п у
В частности, при равномерном распределении

скорости колебаний на поршне имеем G„ =  -  и (7)
п

сводится к известному выражению Фо(0) =
, 2 J\ sin 0) _=  ка —---------- - |7 |, в чем легко убедиться, заме-

sin 0
нив здесь функцию Бесселя ее разложением в ряд 
Тейлора.

При Г(ц2/а 2) =  1 + F ^ y /a 2) имеем G({ =

=  -  4- Fx —-—. Для этого случая при F, =  0.6 на рис- 
q 1 + Q

ункесплошной кривой представлена нормирован­
ная характеристика направленности Ф(0)2/(ка2). 
Для сравнения пунктирной кривой представлена 
функция ФД0)2/(ка), соответствующая равномер­
ному распределению нормальной составляющей 
скорости колебаний на поршне. Как видно, уве­
личение скорости колебаний к периферии порш-
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ня приводит к обострению характеристики на­
правленности, в то время как в случае линейной 
антенны для этого требуется спадание скорости 
колебаний к периферии [8J (однако это противо­
поставление не ведет к противоречию, поскольку 
в проекции на любой диаметр поршня интеграль­
ная колебательная скорость на поршне стремится 
к нулю при стремлении координаты на этом диа­
метре к его концам). Штрих-пунктирной кривой 
представлена функция P(0)RQ/a  при ка = 3, R Ja = 
= 2 и F(x) = 1, штриховой — функция, соответ­
ствующая распределению F(x) = 1 4- О.бх.

Присутствие квадратов факториалов в знаме­
нателях членов ряда в расчетных формулах обес­
печивает быструю сходимость рядов: погреш­
ность расчета кривых, представленных на рисун­
ке, при учете всего двух первых членов ряда равна 
10-4, а при учете трех — 10"10.

Функция f f x 2) = У \ п F,„x2m может быть 
представлена в в виде ряда по четным полино­
мам Лежандра = У ^ л ЛпР2п (х), где Р$(х) =

= 1, Р2(х) =  (Зх2 -  1 )/2 , Р2п{х) = 2" " X L Х

(4п ~ 2 т) ! х ъ'-2т [6]. Замена т  =  п -  vX
т\{2 п -  т)\(2 п -  2т)\ 

переменной суммирования позволяет преобразо­
вать эту формулу к виду

п

РьХх ) = X a «."jf2v’
гг-0

где а лП = (-1)" I ’п \ 2  
(In + 2v -1)!!

a„,v = 2”"(-1)
. n - v

(n -v ) \v \ (  2v -l)!!
При этом из ортогональности полиномов Ле­

жандра и ^[P2„ (x)fdx  = 1
4/7+1

следует

Ап = (4п + 1) |  F (x 2 )P2n(x)dx, F, =

В случае г =  0 из (4) с учетом тождеств

— v [ t \ =  - c — v ( l  \ и 71 dr\ = RdR [4] полу- 
8 1  \  с 8 R \ с

чим p \t + - ,£  = p v 0
l z 2+ a l - z

F { Ж ± М Х { , Л

ч a
откуда, интегрируя по частям, найдем

—— =  u ( t ) - u l t - - L { z ) \  +
рех/ц V с

+ "
О Д  

\ F s k + 2 - fа .
-1  \u \ t - l c \d c ,

где L(z) = a j [z + al z 2 + a 2j. В частности, при F(x) = 1
интеграл здесь обращается в нуль и поле своди гея 
к известному результату Шоха |2 |.

На оси излучателя при F(x) = I +  Fy +  Fxx  и гар­
моническом режиме колебаний имеем

1P\t + - ,0 ,z
с / pcv0

= Ph (0, z) и (/),

P/,{0,z) = 1 -  exp[ikaL(z)\ -

Цг) I \-  ikaF, J  <;|q + 2-jexp(/Aac;)7/c;
0

и интегрирование дает

Ph{Q,z) = \ - £xp[ikaL(z.)]~

-  F, |exp[/foz/,(z)] L

i M L { z ) r f - j h  ka \ a! к a J

+ 2 Z L ( z ) -
a

2 — 2/—, 2 2 к a ka 1

В этом случае амплитуда колебаний равна 
pcvo\Ph(0,z)\- При этом для примера, приведенно­

го на рисунке, имеем: | / a(0,z)|-^% =  1.197 при /•', =
ка

2  z= 0.6, \Ph(0 ,z ) \- ^  = 0.925 при Fx = 0, где z = 2а, а
ка'

соответственные приближенные значения, вы­
численные по формулам (6)—(8), равны 1.321 и 
1. 010.

При последующих значениях z соответственные 
четверки величин, представленных в том же по­
рядке, таковы:

1.251.0. 964, 1.309, 1.004 при z  = 3а;
1.272, 0.979, 1.305, 1.002 при z  = 4а;
1.282.0. 987, 1.303, 1.001 при г =  5а;
1.287.0. 991, 1.302, 1.001 при* =  6а;
1.295.0. 997, 1.301, 1.000 при* =  10а;
1.298.0. 998, 1.300, 1.000 n p n z  = 15а.

Отсюда видно, что по мере возрастания z/a  точ­
ность вычислений по приближенным формулам 
увеличивается. В общем случае (6)

Р»(0 ,z )  =  1 -  e x p [ f k a L (z ) ]  -

M- {z)
5 = \

- Z &
Ш>1 а.

где
И*НФ)

М„ (z) = ikaexp(-ikz) J  у 2" exp(tkay)dy =

о a j

z / a

2п I \ 2п
tx p [ ika L (z )\- \Q  +
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2л

£
5=1

~12n-s•s ^
a

i \  2 /j- . v

z\ 2 n(2 n
\ a)

2 п(2 п - !)••• (2 п -  5 + 1) 
(ка

Отсюда видно, что если коэффициенты Fm отлич­
ны от нуля лишь при /и, меньших конечного но­
мера, то точное поле на оси симметрии представ­
ляется конечной суммой элементарныхфункций.
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