
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ. 2012, том 58. № 6, с. 677-682

У Д К  534 .8 3 3 .5

___  КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМ Ы  ЛИНЕЙНОЙ ____
АКУСТИКИ И ТЕОРИИ ВОЛН

О ПРИСОЕДИНЕННОЙ ДЛИНЕ ОТВЕРСТИЙ
© 2012 г. А. И. Комкин, М . А. Миронов*, С. И. Юдин

Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана
105005 Москва, ул. 2-я Бауманская 5 

E-mail: akomkin@mail.ru 
* Акустический институт им. 11. Н. Андреева 

117036 Москва, ул. Шверника 4 
E-mail: mironov@akin.ru 

Поступила в редакцию 21.01.2012 г.

Проведена оценка присоединенной длины отверстий в реактивных глушителях шума, основанная 
на численных расчетах методом конечных элементов. Результаты численных расчетов для перего­
родки в канале сравниваются с теоретическими результатами Рэлея, Фока, Карала, Ингарда. При­
ведена зависимость присоединенной длины от толщины перегородки. Полученные результаты 
обобщены для случая, когда отверстие является горлом резонатора Гельмгольца. Проанализировано 
влияние длины резонатора на присоединенную длину его горла.
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Отверстия являются составной частью резона­
торных элементов глушителей шума. При про­
хождении звуковой волной отверстия происходит 
частичный переход ноля этой волны в поле быст­
ро затухающих неоднородных волн в окрестности 
отверстия. Формально это обстоятельство учиты­
вается в терминах присоединенной длины отвер­
стия. Релей показал [1], что для отверстия в бес­
конечной перегородке присоединенная длина 
(концевая поправка) отверстия с одной стороны 
перегородки 1а пропорциональна радиусу отвер­
стия а , причем имеет место неравенство

~ а< 10 <%-а. (I)
4 3 л

Здесь нижний предел получен в предположе­
нии постоянства по поперечному сечению отвер­
стия звукового давления, а верхний — постоян­
ства осевой колебательной скорости (поршневого 
движения среды в отверстии). Рэлей отмечает, что 
коэффициент пропорциональности является 
функцией толщины перегородки /, так что в ниж­
нем пределе его значение л/4  % 0.785 соответству­
ет толщине / —> 0, тогда как в верхнем пределе зна­
чение 8/(Зл)« 0.849, наоборот, — / —» со. Кроме то­
го, Рэлей, рассматривая более близкий к 
действительности случай, когда профиль колеба­
тельной скорости в отверстии отличается от рав­
номерного, нашел, что значение постоянной в 
верхнем пределе этих неравенств не может пре­
вышать 0.824. Позднее [2] было получено более 
точное значение для этой постоянной, равное
0.822.

Еще С.Н. Ржевкин |3| отмечал, что вопрос о 
том, какая из этих оценок ближе к истине, до кон­
ца не исследован. До настоящего времени единой 
позиции по этому вопросу не выработано. В свя­
занных с этим вопросом работах для оценки 1а ис­
пользуется как нижнее, так и верхнее его гранич­
ные значения [4,51. Конечно, разница между эти­
ми оценками не очень значительна, однако, 
например, при вычислении собственной частоты 
резонатора даже небольшие погрешности в оцен­
ке присоединенной длины горла резонатора мо­
гут в результате привести к заметным ошибкам.

Данная работа посвящена исследованиям при­
соединенной длины отверстия в реактивных глу­
шителях шума, проводимым как аналитическими 
методами, так и с помощью конечно-элементно­
го моделирования, целью которых является 
устранение неоднозначности в оценке присоеди­
ненной длины отверстия, определяемой неравен­
ством (1). Кроме того, проверялась точность рас­
четов с использованием конечно-элементного 
моделирования.

На первом этапе исследовалась присоединен­
ная длина одиночного отверстия в перегородке, 
расположенной в поперечном сечении канала. 
Теоретически такая задача была рассмотрена 
Фоком, Каралом и Ингардом. Полученные ими 
результаты явились обобщением результатов Рэ­
лея. По сути, их можно свести к модификации не­
равенства (1).

Нижний предел оценки 1аддя данного случая 
получен В.Л. Фоком |6 | при рассмотрении беско-
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Зоны разбиения с шагом 0.5 мм Зоны разбиения с шагом 0.1 мм

Точки “измерения" звукового давления

\  Поршневой излучатель

Зоны разбиения с шагом I мм Зоны разбиения с шагом 0.2 мм

Рис. I. Схема расчетов методом конечных элементов.

нечно тонкой перегородки с отверстием диамет­
ром cl =  2 а , размешенной в канале диаметром 
/)=2Ь. определяется через функцию Фока F(g) 4 
зависящую от параметра g  =  а/Ь , имеет вид

/„ = -aF(g) « 0.785а(1 -1.41 g + 0 .3 4 /  + 0 .0 7 /).(2 ) 
4

При g —> 0 функция Фока F(g) —> 1, а коэффици­
ент а  становится равным нижнему пределу в фор­
муле (1). При g -> 1, когда диаметр отверстия d 
приближается к диаметру канала /), F(g) —> 0, а 
значит, согласно (2) и 1(1 —> 0.

С другой стороны, верхний предел оценки 1а 
получается при рассмотрении скачка сечения ка­
нала в предположении поршневого движения 
воздуха в узкой части канала (отверстии). Для ка­
нала круглого поперечного сечения такая оценка 
дана Каралом |7 | и Ингардом |8 |. Ингардомдана 
оценка /а и для канала прямоугольного попереч­
ного сечения. Можно показать, что в первом при­
ближении результаты, полученные для круглого 
канала, можно применить и к прямоугольному 
каналу равной площади поперечного сечения. 
Различные аспекты, связанные с этой оценкой, 
рассмотрены в |9— 111.

Оценка Карала для канала круглого попереч­
ного сечения записывается в виде

^ a H (g )  = ^ -a  
3 к Зя

Зл v 1 J ha„g)X2 ^ g o . \ j l ( a n)
где У0, У, — функция Бесселя соответственно нуле­
вого и первого порядка; а„ — нули функции Бес­
селя первого порядка. В такой форме записи при 
g -> 0 функция Карала H(g) —> I, как и приведен­
ная выше функция Фока. Оценка (3) является 
низкочастотным приближением и не зависит от 
частоты. Эту оценку можно сделать правомерной 
во всем частотном диапазоне распространения в 
канале плоских звуковых волн |12|, если входя­

щую в нее функцию Карала //(g) представить в 
более общем виде

* ( * * > = ? £
3nv- V,2(ct„g)
2 ^ g k n V nj fa n )

где k„ =  y]\-(kb)2/ a n; k - волновое число.
Однако в практических приложениях исполь­

зуется, как правило, низкочастотное приближе­
ние (3). С учетом изложенного, для случая пере­
городки в канале соотношение, аналогичное (1), 
запишется в виде

0.785F(g)a <1а < 0.822H(g)a. (5)
Для больших степеней расширения канала, когда 
g < 0.25, к функциям Фока и Карала может быть 
применена линейная аппроксимация, что приво­
дит неравенство (5 )к виду

0.785(1 - lA g ) a  <1а < 0.822(1 -1 .3 g)a. (6)
Заметим, что неравенство (6), определяющее 

границы !а для двух предельных случаев, отражает 
тот факт, что по Рэлею присоединенная длина яв­
ляется функцией толщины перегородки /. Исходя 
из этого, запишем выражение для присоединен­
ной длины в виде

/„ = а(1 -  Рg)a, (7)
где а , Р — коэффициенты, зависящие от /.

Для того чтобы определить значения коэффици­
ентов а и р ,  было проведено конечно-элементное 
моделирование рассматриваемой задачи. Соответ­
ствующая расчетная схема приведена на рис. 1. Рас­
четы проводились для перегородки с осесиммет­
ричным отверстием диаметром d = 10 мм в канале 
круглого поперечного сечения с использованием 
расчетного пакета SYSNOISE. На концах канала 
задавались граничные условия: на одном в виде 
колебаний поршня с единичной скоростью, на 
другом в виде согласованной нагрузки с импедан­
сом ZH = рс, где р — плотность среды; с — скорость
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/1Г мм

А Д /

Р и с .  2 .  З а в и с и м о с т ь  о ц е н к и  п р и с о е л и н е н н о й  д л и н ы  
о т в е р с т и я  в  п е р е г о р о д к е  о т  о т н о с и т е л ь н о г о  р а з м е р а  
к о н е ч н ы х  э л е м е н т о в .

звука в ней. При проведении чиеленных расчетов 
определялись звуковые давления в расчетных 
точках, которые затем использовались для оцен­
ки амплитуд прямой и отраженной плоских волн 
звукового давления в канале. Далее, используя 
найденные значения, вычислялись звуковое дав­
ление Р  и осевая колебательная скорость V  в точ­
ке, примыкающей к передней поверхности отвер­
стия перегородки, а затем и входной импеданс пе­
регородки ZHX =  P/V  и его нормированное 
значение ^вх = ZHX/(pc). С другой стороны, импе­
данс ^нх связан с нормированным импедансом от­
верстия в перегородке соотношением ^вх = I + 
+ =  I + ik(l + 2IJ/g2. Здесь величина ^  соот­
ветствует низкочастотному приближению, с 
условием к К  I. Отсюда находим искомую присо­
единенную длину

2 /„ = ^ I m  (8)
к

Известно, что на точность численных резуль­
татов существенное влияние оказывает степень 
густоты разбиения расчетной схемы на конечные 
элементы, т.е. фактически размеры конечных 
элементов Д в расчетной схеме. Поэтому вначале 
были проведены вычисления одной из конфигу­
раций рассматриваемой системы с разными раз­
мерами конечных элементов. Так как с уменьше­
нием размера конечных элементов резко увели­
чивается их общее количество и, как следствие, 
время вычислений, то было принято компро­
миссное решение. Разбиение рассматриваемой 
конфигурации равномерным образом на конеч­
ные элементы одного размера проводилось толь­
ко для Д =  I мм. При более подробном разбиении 
размеры элементов уменьшались только в 
окрестности перегородки (рис. I).

1<п мм
3 .5 7  г

Р и с .  3 .  Ч а с т о т н а я  з а в и с и м о с т ь  п р и с о е л и н е н н о й  д л и ­
н ы  о т в е р с т и я  д л я  р а з н ы х  т о л щ и н  п е р е г о р о д к и .

Соответствующие расчеты были проведены 
для перегородки толщиной 2 мм и диаметром ка­
нала 100 мм. Для оценки присоединенной длины 
использовалась формула (8). Вначале была вы­
числена присоединенная длина отверстия при 
равномерном конечно-элементном разбиении с 
Д = I мм. При этом 1а =  3.45 мм. С уменьшением 
величины Д вычисляемое значение присоединен­
ной длины увеличивалось. Зависимость присоеди­
ненной длины отверстия от размера конечных эле­
ментов Д при изменении Д от 0.5 до 0.06 мм пред­
ставлена на рис. 2, где для большей общности 
результатов на горизонтальной оси графика от­
кладывалась относительная величина ДД/. Из 
представленной зависимости следует, что не име­
ет смысла делать сетку с шагом менее 0 .1 мм, так 
как уточнение значения присоединенной длины 
при этом не превышает 0.005 мм. В дальнейшем 
численные расчеты, связанные с оценкой присо­
единенной длины отверстия в перегородке, про­
водились с сеткой Д = 0 .1 мм.

На рис. 3 представлена частотная зависимость 
присоединенной длины отверстия для различных 
толщин перегородки. Почти все [рафики пред­
ставляют собой практически горизонтальные ли­
нии. Это говорит в соответствии с формулой (8) о 
линейной зависимости входного импеданса пере­
городки, а следовательно, и импеданса отверстия, 
от волнового числа. При большихтолщинах пере­
городки, />  10 мм, условия, при которых обеспе­
чивается эта линейность, нарушаются, что и от-
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Зависимость коэффициентов а и р  от толщины пере­
городки

Коэффи- Толщина перегородки /, мм
циенты 0.5 1 2 5

а 0.804 0.808 0.815 0.820
р 1.37 1.34 1.34 1.34

ражается в появляющемся при этом изменении 
характера графической зависимости.

Далее, по известной присоединенной /тине 
отверстия в перегородке !а можно с помощью 
формулы (7) определить и коэффициенты а и р ,  
определяющие линейную зависимость 1а от гео­
метрических параметров перегородки. Так как 
эти коэффициенты зависят от толщины перего­
родки /, то их значения были вычислены для не­
скольких значений. При этом для каждой толщи­
ны перегородки численные расчеты проводились 
при диаметрах канала 100 и 80 мм, а кроме того, 
для повышения достоверности оценок, еще и для 
канала с диаметром 50 мм. Таким образом, полу­
чались три пары значений коэффициентов а  и р, 
и за результаты принимались их средние значе­
ния, представленные в таблице. Как и следовало 
ожидать, с ростом / значения коэффициента а  
возрастают; значения коэффициента Р изменя­
ются незначительно и заметно увеличиваются 
лишь при очень малых толщинах перегородки. 
Но в целом все эти изменения укладываются в 
диапазон возможных значений этих коэффици­
ентов, определяемый неравенствами (7).

Представленные данные показывают, что 
п ри /> 1  мм коэффициент р остается постоян­
ным. Поэтому для практических приложений

П (£, L)

Р и с .  4 .  Графики обобщенной функции Карала //(я, L ).

формулу (7) можно переписать в виде 1а = а(1 -  
-  1.34#)я, где меняться в зависимости от толщины 
перегородки будет только коэффициента. Исхо­
дя из этого и с учетом (5), выражение для присо­
единенной длины можно записать и в более об­
щем виде la =  a  H(g)a.

Ha втором этапе исследовалась присоединен­
ная длина горла резонатора Гельмгольца. При 
рассмотрении данной задачи использовалась та­
кая же расчетная схема, что и при моделировании 
перегородки, только согласованная нагрузка на 
конце канала заменялась на жесткую стенку. 
Присоединенная длина горла такого резонатора с 
наружной стороны будет определяться приведен­
ными выше формулами для перегородки в кана­
ле. Что касается присоединенной длины горла с 
внутренней стороны, то на эту величину может 
оказывать влияние задняя стенка резонатора. По­
дробный анализ такого влияния был проведен 
Ингардом |13|, а все последующие связанные с 
этим вопросом работы, например 114, 15|, осно­
вывались на полученных им результатах.

Приведенную Ингардом в 113| формулу можно 
получить на основе обобщений результатов, по­
лученных для перегородки. Они сводятся к моди­
фикации функции Карала (4), которая для резо­
натора Гельмгольцы с камерой длиной L и диа­
метром D записывается в виде

H(g,L,k) = -ctg(2anknl \  (9)
2 ^ g k na„J0(a„)

где L =  L/D. Функция (9) зависит от трех пере­
менных, в число которых помимо геометриче­
ских параметров входит и волновое число к и че­
рез которые, следуя Ингарду, и выражают присо­
единенную длину горла резонатора. Между тем 
при исследовании резонаторов, как правило, рас­
сматривают частоты, близкие к их собственной 
частоте. При этом правомерна низкочастотная 
аппроксимация формулы (9), так что по аналогии 
с формулой (3) приходим к обобщенной функции 
Карала

H(g, 1) = Ц У  y' W t ctg(2anz:). (10)

Графики функции (10), вычисленные для 
50 членов ряда, приведены на рис. 4. Форма кри­
вых существенно зависит от относительной дли­
ны I .  При больших L значения функции (10) 
приближаются к значениям функции (3). Из 
представленных графиков непосредственно сле­
дует, что при оценке присоединенной длины гор­
ла длину камеры резонатора следует учитывать
только при L < 0.2.

Использование обобщенной функции Карала 
(10) позволяет по аналогии с перегородкой запи-
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сать выражение для присоединенной длины с 
внутренней стороны горла резонатора в виде

lu = a / l ( g j . ) a ,  ( 11 )

где а  — коэффициент пропорциональности, как и 
ранее зависящий от /, значения которою опреде­
ляются в соответствии сданными, приведенными 
в таблице.

Для проверки правомерности использования 
формулы (11) было проведено конечно-элемент­
ное моделирование резонатора Гельмгольца в со­
ответствии с расчетной схемой, представленной 
на рис. 1. Расчеты проводились для резонатора с 
длиной горла 2 мм и диаметром камеры 92 мм при 
различных длинах камеры резонатора. При этом 
определялась собственная частота резонатора, 
соответствующая нулевому значению мнимой ча­
сти входного импеданса резонатора. Далее по из­
вестной собственной частоте резонатора вычис­
лялась присоединенная длина его горла /„, ис­
пользуя формулу 116|

Л  = Ц ' Ы  " 2>
В формулу (12) входит общая присоединенная 
длина горла 1а = 1аХ + 1а2. При этом наружная при­
соединенная длина горла /„, равна рассмотренной 
выше присоединенной длине отверстия в перего­
родке. Отсюда можем определить искомую внут­
реннюю присоединенную длину горла 1(1?

Результаты численных расчетов представлены 
на рис. 5. Здесь же для сравнения приведена тео­
ретическая зависимость присоединенной длины 
горла от длины камеры резонатора, построенная с 
использованием формулы (II)  при а  = 0.815. При 
А/Л >0.2 вычисленное значение присоединенной 
длины горла совпадает со значением, получен­
ным для перегородки. При меньших значениях 
А//) присоединенная длина начинает существен­
но возрастать. При этом получено хорошее совпа­
дение аналитических и численных результатов. 
Полученное совпадение (отличия не превышают 
2 %) подтверждает правомерность использования 
для оценки присоединенной длины приведенных 
формул. С другой стороны, проведенное сопо­
ставление результатов численных и аналитиче­
ских расчетов указывает на высокую точность ко­
нечно-элементного метода расчета, что подтвер­
ждает возможность использования численного 
метода для точного количественного расчета аку­
стических характеристик глушителей шума.

Таким образом, в работе получена общая фор­
мула для оценки присоединенной длины отвер­
стий в резонаторных элементах глушителей шу­
ма. При малых значениях параметра g  (больших 
степенях расширения) присоединенная длина 
оказывается пропорциональной этому параметру. 
11рименение численных методов расчета впервые 
позволило получить зависимость коэффициентов

1а, мм

L/D

Рис. 5. Зависимость присоединенной длины горла ре­
зонатора от относительной длины его камеры, полу­
ченная аналитическим ( - • - )  и численным (-О —) 
методами.

пропорциональности от длины отверстия. Кроме 
того, часто для оценки зависимости присоеди­
ненной длины от геометрических параметров си­
стемы используются эмпирические формулы 117, 
18|. Рассмотренный подход исключает такую не­
обходимость.
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