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Выведены условия существования волн, захваченных симметричным жестким тонким экраном в 
двумерном волноводе с жесткими стенками. Найдены асимптотические формулы для соответству­
ющих собственных чисел, причем асимптотические структуры отличаются от присущих собствен­
ным числам задач в ограниченных областях. Обсуждаются разнообразные обобщения результатов и 
формулируются открытые вопросы.
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ВОЛНОВОД С ЭКРАНОМ

Пусть П -  полоса Ш х (-1 /2 , 1/2), а симмет­
ричное относительно оси абсцисс препятствие

(-)' =  {х =  (х,,х2) : х 2 € 0 =  \-а,а\, ( ( ^

- с / /_ (х 2) < х, < е//Дх2))
зависит от малого параметра с > 0 и определяется 
числом a G (0, 1/2) и гладкими на замкнутом сег­
менте 0 =  |— а, а | функциями //,., для которых 
с 11 ра ведл и вы соотноше»i и я

Щх2) := / /  (х2) +  / / f (x2) > 0, х 2 е  (-я ,я), 

l lL(-x2) = HL(x2\  Ht(a) = 0.
Иными словами, 0 ,: — тонкий слабоискривлен- 
ный экран с острыми кромками, симметричный 
относительно средней линии полосы П.

В области 0 е =  П \0 ,; (волноводе с жесткими 
стенками и экраном; рис. I) рассмотрим краевую 
задачу Неймана для уравнения Гельмгольца
-Аи (х) = V и  (х\  x e i l \  д У ( х )  = 0, х  е. Qc, (3) 

описывающую, например, акустические колеба­
ния среды. При этом А — оператор Лапласа, Xе — 
спектральный параметр (квадрат частоты колеба­
ний), а ду -  производная вдоль внешней нормали
и ду = ±д/дх2 на стенках R  х {±1/2}. Известно, что 
непрерывный спектр задачи (3) заполняет поло­
жительную вещественную полуось =  |0, +оо): 
колебательные процессы происходят на любых 
частотах. Цель статьи — найти асимптотику и до­
статочные условия появления собственных чисел 
задачи, вкрапленных в непрерывный спектр, г.с. 
тех частот, при которых существуют захваченные 
волны — решения задачи (3), локализованные

вблизи экрана и экспоненциально затухающие 
при удалении от него. Для этого применяется 
прием |1 | постановки искусственных краевых 
условий Дирихле

и#(*ьО) = 0, х, € Г‘; (4)
на линии симметрии Г =  {х : х2 =  О}\0,;. Сузим
задачу (3) на верхнюю половину волновода £2В = 
=  {x g Q e : x 2 > 0 (

- A uLa(x) = \ y tt( x \  х  е  П * , ^

d vun(x) =  0, х  е
и дополним ее искусственным краевым условием (4). 
Благодаря последнему возникает положительный 
порог (точка отсечки) непрерывного спектра за­
дачи (5), (4), который теперь заполняет луч 
|л 2, со), а ниже порога л2 может располагаться
дискретный спектр. Если Х‘я е  (0, л2) — собствен­
ное число этой задачи, то нечетное продолжение
с половины Q* на целый волновод П' соответ­
ствующей собственной функции и\ G / / ‘(Si'a) ока­
зывается собственной функцией (локализован­
ным решением) задачи (3) с тем же собственным
числом Хв. Поэтому всюду в работе исследуется 
именно искусственно образованная задача (5),
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(4), к которой применяются вариационный и 
асимптотический методы.

В работе (1] показано, что любое препятствие
Е = {х : х, е  \-Ь,Ь\ \х2\ < й(х,)}, (6)

где b > 0, и h — положительная функция на интер­
вале (—Ь, Ь)ч производит захват волны в волно­
воде П, т.е. задача (3) в области П\Н при некото­
ром Х = ХЕ е  (0, л2) приобретает решение, затуха­
ющее при х, —> ±со. Экран (1), вообще говоря, не 
удовлетворяет требованию (6). Поэтому получен­
ные далее результаты отличаются от представлен­
ных в статье [11. В частности, найдены экраны, 
для которых на интервале (0, к2) собственных чи­
сел нет, т.е. заведомо не для всякого препятствия 
можно найти локализованное решения задачи (3) 
с параметром X € (0, л2). Кроме того, установлено 
достаточно общее достаточное условие существо­
вания захваченной волны в исследуемом частот­
ном диапазоне. Проведено полное исследование 
одномерных экранов, для которых //+ =  —Н_ и 
Н  = 0вопределениях(1), и (2). Именно любой ис­
кривленный (#+ * 0) симметричный экран за­
хватывает по крайней мере одну волну в волново­
де П . Подчеркнем, что все выведенные далее 
асимптотические формулы для частот захвачен­
ных волн являются полностью новыми.

При £ -»  +0 множество (1) истончается и в пре­
деле превращается в сегмент 0 °  =  {()} х 0 =  {х: х, = 
=  0, \х2\ < а] на оси ординат; положим П, =  IR х (О, 
1/2) и ©2 = {хе 0 °  : х2 > 0}. Смешанная краевая за­
дача в предельной (в =  0) области £2* =  П Д©  I (по­
лоса шириной 1/2 с краевым надрезом длиной а),

-Аи1(х) = Ки°й(х), х е  п ”, dvul(x) = 0, 

хедП 1\Г°, «“(*„0) = 0, х е Г °  
имеет явное решение (стоячую волну)

w°(x) = sin(roc2),
которое и будет использовано далее как от­
правная точка асимптотического анализа. Функ­
ция (8) удовлетворяет условию Неймана па сторо­
нах в*1 =  {х : х, =  ±0, [х2| < а} прямого экрана 0* 
пулевой толщины потому, что они перпендику­
лярны оси абсцисс, а функция vv° не зависит от 
координаты х,. В статье [2) показано, что у одно­
родной задачи (7) есть другое решение с линей­
ным ростом на бесконечности:

w'(x) =  (х, ± 6s)sin(rcx2) + 0(ехр(-2л/2п |х,|) ),

X, —» ±00.

(7)

(8)

Явная формула для этого решения, нечетного от­
носительно переменной х 1? недоступна, однако 
при построении асимптотики такая формула, в 
частности конкретное значение постоянной 6#, 
не нужна.

Следующее простое утверждение показывает, 
что у задачи (7) не может быть собственных чисел 
на интервале (0, л2).

Предложение 1. Для любой функции v  е
О I / \ А

е Н  (£2«; ГД справедливо соотношение

° 1 0*0где V  — оператор-градиент, а Н  (Q *; Г ) — подпро­

странство функций из класса Соболева //'(Q *), об­

ращающихся в нуль на Г° =  IR\{0(.

Доказательство. Формула (10) получается ин­
тегрированием пох, е  (—оо, 0) и  (0, +со) (вырож­
денный экран нулевой толщины не мешает это­
му) одномерного неравенства Фридрихса

справедливого для функций, которые обращают­
ся в нуль при х2 =  0.

Дискретный спектр у задачи (7) отсутствует, 
однако вопрос о существовании точечного спек­
тра (собственных чисел, вкрапленных в непре­
рывный спектр) остается открытым. Последнее в 
равной мере относится и к задаче (3) при 8 =  0.

ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД 1

В статьях [3, 4] был сформулирован вариаци­
онный метод поиска собственных чисел под по­
рогом непрерывного спектра, собранный из не­
скольких источников и состоящий, в основном, 
из двух технических приемов, безразличных к 
присутствию малого параметра 8. Продемонстри­
руем их. Согласно [5; гл. 10] нижняя грань с? 
спектра задачи (5), (4) определяется по формуле

(12)

1 Вариационный метод пригоден и для препятствий, вытя­
нутых вдоль оси абсцисс (см. работу 111), которые все-таки 
не поддаются разрабатываемому в статье асимптотическо­
му анализу.

а = inf
v<eh\ а*-У)
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При этом ||-; L2(i2a)|| — норма в пространстве Лебе­

га /,2(П+). С целью придти к противоречию пред­

положим, что дискретный спектр nd задачи (5), 
(4) пуст, т.е. а 6 =  тг2 согласно формуле (12), а зна­
чит, благодаря той же формуле справедливо соот­
ношение

||V v; I 2(Q$)||2 -* 2 || v; Ц(€1\) ||2> О,

v e / l ' d i i - X ) .

Подставим в него пробную функцию v b(x) = 
= ехр(—5|xl|)sin(7Lx2), где 5 — малое положительное 
число. Затухающий экспоненциальный миожи-

тель обеспечивает включение v' е Н  (Cll;Тс). 
Имеем

v s; L2(Q.l) ||2=|| v0; L j(n#) ||2 -  || И ; /,2(0 ‘ ) ||2=
+со 1/2

= Jexp(-26|x,|)</xi | s i n 2(7u:2)rfx2 -
о

,сч 112 6

-  Jexp(-25|x||)sin2(7ix2)rfx =

а

=  - Г  -  s  j / / ( x 2) s i n 2(7u :2K x 2 +  0 ( 8 ) ,

О
1/2

V И ; 4 (0 # )  ||2 — Jcos2(юс2)Л; +
О

(14)

+СС 1/2
+ 52 |  ехр(-2б|х||)^/х, J s in 2(7tx2)rfx:

-ОС О

-  Jexp(-28|x,|)|vv6(x)|2 dx = — -  я 2ех
0Я

X J w (x 2) c o s 2( tlx2> /x 2 + 6 2 (6 ) .

о

Подставив формулы (14) в неравенство (13), ви­
дим, что члены порядка 5 1 взаимно уничтожают­
ся, и в результате это неравенство принимает вид

а

7t2c | / / ( X 2)C O S (2 7 L T 2) J x 2 <  ей . 

о
(15)

Если ин теграл в левой части (15) положителен, то 
искомое противоречие обнаруживается при ма­
лом 6, т.е. соотношение

и

J Н (x2)cos(27ix2)rfx2 > 0  (16)
о

обеспечивает формулу о 1' < л 2, которая в свою 
очередь означает, что дискретный спектр o d зада­
чи (5), (4) не пуст, и Х)п =  — наименьшее соб­
ственное число в нем.

При условии
а

J //(x 2)cos(2nx2)^x2 < 0, (17)
о

вариационный метод не позволяет получить ин­
формацию о дискретном спектре (см. далее пред­
ложения 3 и 6, указывающие на его отсутствие 
при малом £ > 0), однако в “вырожденном” случае

| / / ( x 2) c o s (27l x 2)^x 2 = 0 ,  (18)

о
характерном для экранов нулевой толщины, это сде­
лать удается. Следуя работе [4], изменим пробную

&
функцию и положим v'( a') =  ехр(—8ix,|)sin(Tcx2) + 
+  V6v(x); при этом v — произвольная гладкая
функция с носителем в окрестности экрана 0*. 
При помощи соотношения (14) придаем неравен­
ству (13), справедливому вследствие предположе­
ния об отсутствии дискретного спектра, такой 
вид:

2V8n2(sin(rcx2),v)nf. - cv8 <
< 2>/&i(cos(toc*X— ’ )n« + cv8.

8х2
Теперь, применив формулу Грина, т.е. “перебро­
сив” производную д/дх2 с \(х) на c o s (7Lx 2)  и выпол­
нив дифференцирование вместе с простыми пре­
образованиями, получаем вместо (19) неравен­
ство

Vs f v(x)-~sin{Kx2)dsx < сг8, (20)
J  d v

д @ ~ \д П

которое нетрудно сделать ложным при малом 5 > О 
путем подбора пробной функции v. В самом деле, 
производные вдоль внешних нормалей на дугах
0*1 =  {х  : х2 е  (0, # ) ,  Х\ =  ±£#±(х2)} половины 0# 
экрана приобретают вид
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Рис. 2. Половины волноводов с половинами экранов.

т.е. d vs in (7Lv2) * 0  по крайней мере волной точке на

0Г и  О':', если только функции Н± из формул ( I), 
(2) не равны нулю тождественно. Осталось лока­
лизовать пробную функцию v вблизи упомянутой 
точки и выбрать ее знак так, чтобы интеграл из 
левой части (20) стал положительным.

Предложение 2. Если выполнено одно из соотно­
шении (16) или (18), т о  при любом 8 > 0 задача (5), 
(4), а значит, и задача (3) имеют собственное число 
на интервале (0, л2).

Ниже при помощи совершенно иных сообра­
жений буду!' установлены следующие утвержде­
ния.

Предложение 3. 1) В  условиях предложения 2 при 
малом с > 0 на интервале (0, л2) имеется в точно­
с ти  одно собственное число.

2) Если выполнено неравенство (17), т о  при ма­
лом 8 > 0 у задачи (5), (4) собственных чисел на ин­
тервале (0, л2) нет.

Поскольку cos(2tlv2) > 0 при х2 < 1/4, в силу 
предложений 2 и 3 требование а < 1/4 обеспечива­
ет существование в точности одного собственного 
числа задач (5), (4) и (3). Иными словами, симмет­
ричный тонкий экран положительной толщины, 
перекрывающий не более половины волновода, 
обязательно захватывает волну; при этом толщина 
экрана не обязана быть малой, но малость пара­
метра 8 в формуле (1) заведомо обеспечивает един­
ственность собственного числа задачи (5), (4) на 
интервале (0, л2). В случае а > 1/4 захваченная 
волна может существовать, а может и отсутство­
вать, — это определяется функцией толщины //. 
Если / /  =  0, а экран — одномерная дуга, то выпол­
нено соотношение (18), и экспоненциально зату­
хающая волна возникает при любом зазоре между 
экраном и стенками волновода, а степень изогну­
тости экрана по-прежнему не играет роли.

Пусть, например, Н±(х2) = к(а — \х2\) (рис. 2а). 
Тогда

а

| / / ( х2)со8(2лх2){/л:2 =
о

а

= 2к \(а -  x2)cos(2nx2)dx2 =-^5пГ(ля)
о

и, следовательно, захваченная волна существует 
для всех а е (0, 1/2) при условии малости 8 € (0 ,8„); 
здесь 8fl— положительная величина, зависящая от 
параметра а.

ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИКИ
СОБСТВЕННОГО ЧИСЛА

Множество (1) следует интерпретировать как ре­
гулярное возмущение (см. [6;§7.6.5| и |7;§5.5| пря­
мого экрана 0 °  нулевой толщины, и поэтому 
асимптотику решения задачи (5), (4) ищем в виде

и'Лх) = w°(.x) + 8w*(x) + .... (22)
Здесь и далее многоточие заменяет несуществен­
ные для предпринимаемого асимптотического 
анализа члены. В качестве главного члена взято 
решение (8) предельной задачи (7) с “наилуч­
шим" поведением на бесконечности, т.е. ограни­
ченное (ср. решение w1 с линейным ростом (9)). 
Подчеркнем, что формула (22) нуждается в суще­
ственной коррекции при больших значениях [х,|, 
так как захваченная волна обязана затухать на 
бесконечности. Именно требование затухания 
позволяет выяснить асимптотику собственного 
числа.

Подставим сумму (22) в краевое условие (3) на 
дугах О’*. При учете формулы (21) для нормаль­
ной производной находим

д У а(±гН±(х2\ х 2) = 8(+c)2W(±0,x2) + (23)
+  7 tC O S (7 lX 2) 5 2/ / ± ( * 2 ) )  +  •••> 

где dj = d/dxj. Уничтожая главную часть невязки (23), 
назначим краевые условия

+d2w'(±0,.x2) = -псо$(пх2)д2Н L(x2\  х2 е  0. (24)

Считая, что

К = п -  82А/ + ..., (25)
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выводим из равенств (5) и (4) соотношения 

-Aiv'U) = л V(x), д: е  П*, 32н^|х,э~| = 0,

w\xb 0) = 0, х, е  Г°. <26>
Согласно результатам |2 | задача (26), (24) име­

ет решение с линейным ростом на бесконечно­
сти, которое определено с точностью до слагае­
мою ĉ vv0 + c\w' с произвольными постоянными 
коэффициентами с,', и с,'. При учете формул (8) и
(9) подбираем эти коэффициенты так, чтобы

w'(x) = ±(6|'дГ| +  Z>o)sin(7u:2)  + 0(ехр(-2л/2л|х,|), (27)
±Х, -» ±00,

но далее все-таки учитываем упомянутый произ­
вол. Отметим, что свойство (27) обеспечено чет­
ностью и нечетностью функций vv° и w1 относи­
тельно переменной д:,.

Вычислим коэ<|>фициент Ь\ при помощи мето­
да |8| и подставим функции и w в(1юрмулу Гри­
на на усеченной области £2°(Л) = {х е £2" : |х,| < Л}:

1/2= Jsin2(7ix2)rfx2 =
о

1/2
= lim V ± Гsin(7TJc2)5lw,(±/f,эс2)Лс2 =

0
= lim( Г sin(Tix2) x  (Дн’’(д:) + ^ \v ’U))t/A* +

R-*x> ~
H°AR)

+ ^ ± | sin(7ix2)5,H',x  (±0,x2)dx2) =
± 0

(28)

^ Jsi n (2iuc2 )52 / / ±<jc2 V/x2 =
± о

a

= -7l2 j f / ( x 2)COS(27tX2)dX2.
0

Покажем, что неравенство (16) обеспечивает 
соотношение X' > 0, помещающее собственное 
число (25) на интервал (0, л 2), разумеется, в слу­
чае малого с > 0. В этих условиях экспоненциаль­
но загухающему решению //1 уравнения Гельм­
гольца следует предписать такие разложения при 
.V, - >  ±со:

и а( X )  =  Ci  S H l(7 L X 2V  +  . . .  =

= (с?+гс* +...)sin(ju:2)(l +|лг,|(е:А.'+...)' 2) +
+ ... = c! sin(7L\*2) + С: c\ + c°jc,>/V Jsin(7L\*2) + ...

(29)

В силу представлений (8), (9), (27) и при учете 
упомянутого ранее произвола линейной ком­
бинации c^w0 + cjw1 в выборе решения 
задачи (26), (24) получаем

w\x) + c(w'(x) + c0w°(x) + c\w\x)) =
= sin(7Lv2)(l + e(±Z>i*, ± bo + c0 + c\(xx ± Л0)| + ...j,(30)

JC| — >  ±co.
Сравнивая коэффициенты в разложениях (29) и
(30) одного и того же решения сразу же обна­
руживаем, что с! =  I, а затем, решая совокупность 
четырех алгебраических уравнений

+VT' = ± ь \ + с*;, с[ = ±/>о + с;, ±  с\ьву

находим, что с\ =  0 и

X’ = <ь:)2 = 4л4 |  // (х2) c o s ( 2 k x 2 )е/х2 (31)
о

Коэффициент с,',, а значит, и коэффициенты с\ , 
остались произвольными. Их можно определить 
наследующем шаге асимптотической процедуры, 
однако они не понадобятся, так как поправка X' в
представлении (25) собственного числа X~ уже да­
на равенством (31).

Подчеркнем, что в случае Ь\ > 0 вывести соот­
ношение (31) не удается, так как равенство -JX' =

=  -Ь\ становится бессмысленным. Иными слова­
ми, формула (31) обеспечена ограничением (16).

АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННОГО 
ЧИСЛА В ВЫРОЖДЕННОМ СЛУЧАЕ

Согласно выражению (28) условие (18) означа­
ет, что решение W задачи (26), (24) ограничено, 
т.е. формула (31) перестает быть содержатель­
ной. Для исправления ситуации дополним 
сумму (22) слагаемым e2w"(Jt), а вместо форму­
лы (25) напишем

\ \  = п -  e V  + ... .  (32)

Принимая во внимание равенство (21), уточняем 
соотношение (23) следующим образом:

( l  +  £2\д2Н  1(x2f )J /2d y a(±£H ±(x2),x1) =

=  8 ( 4 ^ | W ' ( ± 0 , X 2)  +  K C O S (7 L V 2 ) d 2 / / ( (A:2) )  +

+ е2( ^ , и-"(±0,х2) + d 2 H t ( x 2 ) d 2 t f ( ±  0 , х 2 )  -  

-  //±(x2)djV(±0,x2)) + ... .

( 3 3 )
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(а) (б)

Рис. 3 .  П р я м о у г о л ь н и к и  с  н а д р е з а м и ,  к р н в о л и  
п с и н ы м  ( а )  и  п р я м ы м  ( б ) .

В силу представления (27) с коэффициентом Ь\
О производная 3,w'(*) и последнее подынте­

гральное выражение в (35) экспоненциально за­
тухают при х, —> ±оо. Таким образом, возможен 
предельный переход R —> +со.

Осталось убедиться в том, что Ь < 0. Тогда та­
кие же рассуждения, как и в предыдущем разделе, 
приведут к формуле

Здесь применена формула Тейлора

dxW{±zH ±(х2\ х 2) = 5 iw'(±0,x2) ± 
± б //±(х2)3?и>Х±0,х2) +....

Множитель при с в правой части (33) равен нулю 
благодаря (24). Множитель при с ’ исчезает, если 
функция w" является решением задачи

AW'(x) = n2W'(x\ х g  Q«, u^'U) = 0, x g  T°,

d2w”|x„ij = 0, x,e!R, +эу(±0,дг2) = 
= -d2H l_(x2)d2W(±0,x2) + (34)

+ Н±(х2)ду(±0,х2), x2 e (0, a).

Задача (34) имеет решение w’ с линейным ростом 
на бесконечности, и для w(x) выполнена
формула (27) с коэффициентами ЬЦ и Ь\' вместо Ь'0
и Ь\. Повторив выкладки (28) и продолжив преоб­
разования при помощи многократного интегри­
рования по частям, видим, что

а

у  = X  £|п(лх2)(д2# ±(х2)д2И ±0,х2) -
* о

а

-H±(x2)d2W(±0,,x2))dx2 = ̂  Jsin(Tcx2)(d2#±(x2)x
± о

х 5 2w'(±0,jc2) + I I ±( x 2) ( d 2w '(± 0 ,x 2) +
а

+ TC'V(±0,X2)))</x , =  ^  J>V'(±0,X2)7ICOS(7Lt2) X

(35)

± о

X д2Н t(x2)dx2 = ^ ± |w '(± 0 ,x 2)Slw’(±0,x2)</x2 =
± о

= - J (w\x)Aw\x)+\VwXx)\2)dx +

так>
1/2

£ ±  \щ ± ,х2)д^(±Цх2̂ у =
i  0

= -  J  (|VW(x)|2 -  л2 \w\ x f ) lx  + о(1) при К +СО.

Г  = (д")2 = 4 f(lVyd(x)j2- n 2lid(x)l2jd;
п.

(36)

для поправочного члена в асимптотике (32) соб­
ственного числа A.* g  (0, л2).

Предложение 4. Если Ь\ 0 в разложении (27) 
решения w задачи (26), (24), то

J ( |V * v -( x ) |2 - n 2 K U ) | 2 ) ^ > 0 .

п°.
Доказательство. Представим функцию w в виде

W(x) =  w(,)(x ,)sin(7L x2) +  w'L(x \
1/2
J s i n ^ j H ^ x , ^ ) ^  = 0.
о

Ввиду последнего условия ортогональности спра­
ведливо неравенство Пуанкаре

1/2 2 1/2 2
J |d2wl(*b*2)| d x 2  ^  9л2 Л^(д:„л:2)| dx2.
о о

Подчеркнем, что р2 9л2 -  второе собственное 
число смешанной краевой задачи для обыкновен­
ного дифференциального уравнения — d2W(x2)

\\W (x2) на отрезке (0, 1/2) g  х 2. Применяя это 
неравенство, дополнительно проинтегрирован­
ное пох, G (—со, 0) и (0 , +со), получаем

|  (|VW(jc)|2 -  n:2|W(jc)|2) ^  =
о“(Я>

= J |<5,w;(jfl)| sin2(ror2)dx

П“(Л)

• j  f | v ,w iu ) |  - л 2 н>;(х)|

ril(R)

+

R
I> - X
4

mR)

J |5 ,h-;(x,)| dx] + 8ti3 J |wJ (x) |' dx.

-R П“(«)
Сумма последних двух интегралов равна нулю 
только при Wq(x,) с и w\ 0, т.с. при >v' 

с ^ г ^ л х ^ ,  ч т о  невозможно (проверятся непо­
средственно).
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КОММЕНТАРИИ К АСИМПТОТИКЕ 
СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ

В прямоугольнике Е =  (0, 1/2) х (-1 /2 , 1/2) с
удаленной половиной 0 3 экрана ( I) (рис. За) рас­
смотрим вспомогательную смешанную краевую 
задачу
-A V1 (лг) = р V (x), jc е  Е' = Е\0';, vr(x) = 0, ^

х е dZL п  Г \  dvvL(x) = 0, х  е  0EL\Yc, 
в которой условия Дирихле (4) поставлены только 
на нижнем основании прямоугольника, а на
остальной части границы д Е с\ Т \  в том числе и 
на вновь образованных боковых сторонах прямо­
угольника, — условия Неймана.

По понятным причинам предельная (с =  0) за­
дача (37) в прямоугольнике с разрезом Е° =  Е \{х : 
:д:, =  0, лг2 е  (0, а |) (рис. 36) имеет собст!зенное
число р ” = которому отвечает собственная
функция v,(jc) = sin(7Lx2). Подчеркнем, что эта
функция положительна внутри Е°, а значит, но
принципу максимума собственное число р" — 
первое (наименьшее) и простое.

Асимптотика собственных чисел краевых за­
дач в ограниченных областях с регулярно возму­
щенной границей известна (см., например, |6; 
§ 7.6.5| и 17; § 5.5 и гл. 9|). Асимптотическая фор­
мула для собственной функции сохраняет 
вид (22), однако асимптотическое представление 
собственного числа изменяется коренным обра­
зом, даже в порядке малости основной поправки. 
Именно,

v\(x) = V,V) + evl(x) +... = sin(7Lv2) + ev\(x) +

h'i = n2 -  E|i’| + 0(e2).
При этом число p' и функция v\ находятся при ре­
шении краевой задачи

-Av\(x) -  n2v\(x) = f \ x )  := -ц', sin(7uc2), д: е Н0,

+d,vi(±0,jc2) = g|±(jc2) := -ncos(KX2)d2H ,(х2), (39)
дг2 e (0, a ) ,

v\(xb0) = 0, 0 < |x , |< i ,  | ^ ( x „ i )  = °, p ,| <

0 < a , < - .  
2

Поскольку p° = л2 — простое собственное число.
задача (39) имеет решение v\ €//'(Н °) при выпол­
нении следующего условия ортогональности 
(альтернати ва Фредгольма)

а

\  v(j(x)f'(x)dx +]Г jVl(±0, а 2)£,'±(а2)*/а2 = 0. (40)
■° ± о

Считая это равенство выполненным, а решение — 
найденным, при помощи формулы Грина и явных
выражений для правых частей / '  и g\t получаем 
следующую эквивалентную формулировку усло­
вия (40):

pi =4р', |s in 2(7lX2)£/A = 4  Jsin(7LX2)(Axv!(jC) +
—О —О•• тт

а

+ n 2v \ ( x ) ) d x  = 4̂ ]+Jsi 11(71X3)5 , vj(±0,x2)i/x2 =
i  0

.  (41)
= -2л  Jsin(27iA2)d2//(A2)*/A2 =

о

= 4л | со.ч(2ла2) //(а2)*/а2.
о

Итак, множитель р', в асимптотической форму­
ле (ЗХ) вычислен. Он положителен в случае (16), а
значит, собственное число pi попадает на интер­
вал (0, л2), но одновременно pf > л2 в случае ( 17). 
Эти положения будут использованы при доказа­
тельстве предложения 6.

При условии (IX) формула (ЗХ) перестает быть
информативной, так как р j =  0. Вместе с тем, у за­
дачи (39) есть решение vj, и поступая аналогично 
предыдущему разделу, можно вычислить попра­
вочный член в асимптотике

pi = Я2 - £ 2р‘,’ + 0 ( 0 ,  (42)

причем pi е  (0, л2) при малом с > 0 в силу соотно­
шения

v\(xi \с1х > 0, (43)

которое проверяется аналогично доказательству 
предложения 4.

Предложение 5. /Ч е р н о е  с о б с т в е н н о е  ч и с л о  pi з а ­
д а ч и  (37) д о п у с к а е т  п р е д с т а в л е н и е  (ЗХ) и л и  п р е д ­

с т а в л е н и е  (42) в  с л у ч а е  ( IX). П о п р а в о ч н ы е  с л а г а е ­
м ы е  в ы ч и с л я ю т с я  п о  ф о р м у л а м  (41) // (43).

Оценки остатков в асимптотических разложе­
ниях собственного числа задачи (37) устанавлива­
ются по стандартной схеме (см., например, |7; 
гл. 9 и 10|) при помощи классической леммы о 
“почти собственных" числах и векторах (см. ста­
тью |9 |, а также ср. спектральное разложение ре­
зольвенты в книге |5; § 6.3|). У формул (25) и (32)
в неограниченном волноводе Q~ строение иное, 
нежели у формул (ЗХ) и (43) в ограниченной обла­
сти Е \  хотя выражения (31), (36) для поправок 
включают такие же интегралы, как и в соотноше­
ниях (41) и (43). Подчеркнем, что различается и 
происхождение названных формул: в волноводе
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— условие затухания решения при х -> ±<ю, а в
области — условие существования решения за­
дачи (39). Совершенно иная и процедура обосно­
вания асимптотики собственных чисел в волно­
воде. Наиболее простой подход (см., например, 
[2, 10]) опирается на теорию спектральной
меры (5; гл. 5.61. Не будем проводить сопутству­
ющие выкладки, в достаточной степени рутин­
ные, и лишь упомянем, что многоточие в разло­
жениях (25) и (32) можно заменить бесконечно 
малыми 0(г3) и 0 (г5) соответственно.

О КРАТНОСТИ ДИСКРЕТНОГО СПЕКТРА
При учете предложения 5 следующие утвер­

ждения устанавливают сформулированные ранее 
предложения 2 и 3.

Предложение 6. 1) Если > л2, т о  интервал (0, 
тс") свободен о т  спектра задачи (5), (4).

2) При малом с > 0 на интервале (0, к2) не может  
быть более одного собственного чиаш задачи (5), (4).

Доказательство. 1) К неравенству Фридрихса, 
обслуживающему задачу (37),

V v; L>(EE) II" > (.1, II v, LiQz') II" > л v; ^ (Е с)

прибавим одномерное неравенство (11), проин- 
тегрированное пох , е  (—со, —1/2) и  (1/2, +<*>), и
получим соотношение (10) на области 0 # вместо
области О?.

2) Предположим, что имеются два собствен­
ных числа Х% Х\ €(0, тс2) задачи (5), (4). Восполь­
зуемся максиминимальным принципом [5; тео­
рема 10.2.2]

2 л с . . II V v ;i2(fit) ||2 (ЛЛ\тс >Х2 = max inf u----- г 7 • (44)
% v̂ ,M0} | | ^ I 2(Qc#)||

О I

Здесь с Я  (£2*;Yi;) — любое подпространство 
коразмерностью один. В качестве %, можно взять 
множество

Jv(x)vf(x)rfx
поскольку одно условие ортогональности как раз 
и обеспечивает нужную коразмерность. В форму­
ле (45) фигурирует собственная функция v \  зада­
чи (37), отвечающая ее собственному числу ц!,'. 
Для второго собственного числа имеет место со­
отношение ц 2 =  \А + 0(c)9 которое проверяется 
так же, как представления первого собственного
числа \хе{ + + 0(c) (см., например, [7; § 5.5]), и
включает собственное число р 2 > р? — л2 (см. ком­
ментарии после формулы (37)). Следовательно,

р 2 > тс2 при малом с > 0. Теперь по прежней схеме 
неравенство Пуанкаре

II V v , L 2 0 )  ||2> p M |v ;  ^ ( Н й) | | 2,
которое справедливо при условиях

V  е  Н 1(Ее;дЕ£ п  Г ) ,  J v(x)v\{x)dx =  О

и, будучи дополнено проинтегрированным по х, 
одномерным неравенством Фридрихса (11), по­
казывает, что дробь Рэлея из правой части (44)
больше min {я2, р 2} =  л 2. Обнаруженное противо­
речие заканчивает проверку утверждения.

ОБОБЩЕНИЯ
Экраны с затупленной кромкой. Последнее тре­

бование (2) означает, что экран утончается около 
концов (рис. 1 и 2а). Это условие введено для 
упрощения выкладок (28) и (35), где применялось 
интегрирование по частям на сторонах 0°' сег­
мента 0°. Усовершенствованные асимптотиче­
ские методы позволяют изучить волновод с пре­
пятствием (1) и в случае Н(а) > 0 (вариационный 
метод нечувствителен к достаточно произволь­
ным изменениям формы), однако задача (5), (4) 
становится сингулярно возмущенной, и нужно 
исследовать явление пограничного слоя около 
точек (0, ±а) (ср. [7; гл. 5], [И], а также [2; § 4]). 
При этом финальные формулы сохраняются пол­
ностью. Если, например, экран 0 }* — прямоуголь­
ник размером е х 2 й и  Я ±(х 2)  =  1/2 (рис. 26), то ве­
личина Ь\ из (27) и (28) равна

а

-2 ti? j"cos(27ix2)dx2 = -2sin(27u0
о

и, следовательно, собственное число Х\ g (0, я 2) 
существует при любом а е (0, 1/2), приобретая 
асимптотику я 2(1 -  4£2sin2(27itf) + 0(с3)). Такой же 
результат (без асимптотической формулы) полу­
чен в работе 11].

Экран со сглаженной кромкой. Результаты [13] 
(см. также [12], [7; § 5.5] и [2; § 4] позволяют по­
строить пограничные слои, возникающие около 
сглаженных кромок экрана, например эллипти­
ческого

0  = \х :с х, + а х2 < 1>,

т.е. при Я±(х2) =  Vl -  а 2х22. Пограничные слои 
имеют другое строение, нежели для затупленных 
кромок, однако по-прежнему достаточное усло­
вие (16) существования собственного числа
XI е  (0, л2) и асимптотические формулы (25), (31) 
сохраняют силу.

Несколько экранов. При соблюдении симмет­
рии проекция экрана на ось ординат не обязана
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быть (связным) сегментом |— а, а\. Например, в 
волноводе могут располагаться два экрана

®± = {х :±Х, 6 [Ь,а],-еН_(х2) <x t < еН+(х2)};
здесь Ь е (0, а). Пар экранов может быть несколь­
ко и их можно парами сдвигать вдоль оси абсцисс. 
Кроме того, теперь не исключается случай а = 1/2 
(к стенкам волновода присоединены перегород­
ки; рис. 2в). Если /1±(х2) =  1/2, то достаточное 
условие (16) заменяется таким;

и

j  Н (х2) cos(2k x 2) dx2 > 0. (46)
h

Интересно, что в случае а = 1/2 левая часть (46) 
равна —(271) 'sin(27i6), а значит, при всяком Ь е (0, 
1/2) справедливо неравенство (17), и при малом 
г. > 0 на интервале (0, к2) собственных чисел зада­
чи (5), (4) нет.

Пространственные волноводы. Если волновод 
П =  га х (R с сечением га cz (R2 еу, а также экран

0  Г  (47)
= \х = (УЛ):У = (УъУ?) €= сд-е//_(у) < z < вЯ+(у)}
обладают плоскостью симметрии, содержащей 
ось аппликат z, то применение вариационного и 
асимптотического методов не встречает затрудне­
ний. В определении (47) под ев подразумевается 
подобласть двумерной области га, а под //, — глад­
кие функции на замыкании со; при этом / / = / / ,  + 
+ Н_ > 0 в со и Н  = 0 на дев. В случае условий Ди­
рихле на (акустически мягкой) цилиндрической 
поверхности дП многомерные задачи подробно 
рассмотрены в публикации |2 |. Для задачи Ней­
мана (3) ограничимся формулировкой необходи­
мого и достаточного условия

- A t |tft (y)|2)</y > 0 (48)
О)

существования (при малом г > 0) собственного 
числа \'п е(0,А+) смешанной краевой задачи в об­
ласти Q.K =  {(у, z) с П \0 ,; :ух >0} с искусственными 
условиями Дирихле на срединной плоскости Т = 
=  {(у, z) € П \0 !: :ух =  0}. Интефал (48) сформирован 
при участии первого собственного числа А* > 0 и 
соответствующей собственной функции Uf модель­
ной задачи на полусечении га+ =  {у е  га :ух > 0}:

-AU(y) = AU(y\ у е  га,., U(y) = 0, у € га,
У\ = 0, dvU(y) = 0, у е  дга, ух > 0.

При наличии нескольких плоскостей симмет­
рии можно попытаться построить более одного 
собственного числа задачи (3) путем тиражирова­
ния усекающих плоскостей и постановки на каж­

дой из них искусственных краевых условий Дири­
хле. Если, например, га и (в — концентрические
круги, то в качестве Q t можно взять секториаль- 
пую часть волновода Qe с раствором тс/А, где N — 
любое натуральное число. На основе принципа 
максимума нетрудно убедиться в том, что при пе­
реходе от N к 2N  найденные собственные числа
связаны неравенством X\N) < Х|2лщ т е * в принципе 
можно построить экран, захватывающий любое 
наперед заданное количество волн.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (проект 12-01-00348).
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