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Эффект аномальной прозрачности заключается в прохождении на определенных частотах большей 
части энергии источника через контрастную границу раздела слоев, дающую обычно сильное отра­
жение. Ранее этот эфф ект был установлен для низкочастотных точечных источников, расположен­
ных в жидкости, граничащей с воздушной средой. В случае объемных источников возникает допол­
нительное переотражение волн между границей раздела сред и поверхностью излучателя, поэтому 
характер проявления эфф екта здесь не очевиден. В настоящей работе на основе решения интеграль­
ного уравнения соответствующей краевой задачи рассматривается излучение волновой энергии 
сферическими источниками различного радиуса и ее распределение между потоком энергии, про­
ходящей через границу вода—воздух в верхнее полупространство, и потоком энергии, идущей в 
нижнее полупространство. Установлено, что размер источника практически не влияет на распреде­
ление энергии в низкочастотном диапазоне, т.е. и на эффект аномальной прозрачности. Анализи­
руется также влияние относительных размеров сферических источников на энергетические харак­
теристики в диапазоне средних и высоких частот.
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ВВЕДЕНИЕ

Из-за сильной контрастности плотностей во­
ды и воздуха граница раздела этих сред является 
практически идеальным отражателем гидроаку­
стических сигналов. Однако для точечных источ­
ников, работающих в низкочастотном диапазоне, 
был выявлен эффект ее аномальной прозрачно­
сти [1, 2], когда значительная (а при стремлении 
частоты к нулю — и подавляющая) часть волновой 
энергии, излучаемой источником в жидкость, за­
хватывается энергетическими потоками, идущи­
ми к ее поверхности, проходит через границу и 
уходит в воздушную среду Эффект имеет место на 
границе однородных и неоднородных жидкостей 
и газов [2—4), а также твердого тела и газа [5, 6J. 
Характерной особенностью точечных источни­
ков является их прозрачность, т.е. отсутствие по­
вторного рассеяния для отраженных волн, прихо­
дящих к ним от границ раздела сред и других пре­
пятствий. В случае излучателей конечного размера 
возникает дополнительное переотражение между 
их поверхностью и границей раздела сред, кото­
рое влияет на процесс излучения и переноса зву­
ковой энергии.

Для подтверждения возможности и анализа 
особенностей проявления эффекта аномальной

прозрачности для реальных источников звука в 
настоящей работе рассматривается краевая задача 
об установившихся гармонических колебаниях 
сферического излучателя, расположенного в ниж­
нем полупространстве двуслойного пространства 
вода—воздух. Строгий учет взаимодействия отра­
женных волн с источником приводит к интеграль­
ному уравнению относительно неизвестного рас­
пределения плотности волнового потенциала q на 
его поверхности. Его численное решение строит­
ся путем дискретизации интегральных представ­
лений с выделением вклада сингулярной составля­
ющей ядра в явном виде. Тем самым возбуждаемое 
волновое поле фактически аппроксимируется су­
перпозицией полей элементарных источников- 
монополей, расположенных на поверхности сфе­
ры. Их амплитуды определяются из линейной ал­
гебраической системы, к которой интегральное 
уравнение сводится в результате дискретизации. 
Данный подход известен как метод волновой су­
перпозиции [7].

Анализ эффективности различных методов, 
проведенный на тестовой задаче излучения звука 
сферическим источником [8], показал, что среди 
сравниваемых подходов этот метод обеспечивает 
самую высокую точность при самых низких чис-
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ленных затратах. Однако он не дает решения в 
окрестности дискретного набора частот — точек 
спектра интегрального оператора, совпадающею 
с дискретным спектром задачи Дирихле для внут­
реннего объема излучателя. Причина в том, что в 
общем случае поле, излучаемое источником, 
должно складываться из полей монополей и ди­
полей и на указанных собственных частотах раз­
ложения только по монополям становится недо­
статочно для удовлетворения граничных условий. 
Однозначную разрешимость и на точках спектра 
внутренней задачи Дирихле обеспечивает ис­
пользование более сложных представлений, та­
ких, например, как комбинированное интеграль­
ное представление Гельмгольца, известное иод 
акронимом CHIEF (Combined Helmholtz Integral 
Equation Formulation) [9]. С другой стороны, до­
бавление источи и ков-ди нолей в набор базисных 
функций приводит к росту вычислительных затрат. 
В рассматриваемом случае безразмерные частоты 
фиктивных резонансов со„ =  nizd/a, п = 1,2,..., рас­
положены намного правее от представляющего 
основной интерес низкочастотного диапазона, а 
нарушение численной устойчивости наблюдается 
только в очень малой окрестности этих частот, по­
этому использование более простого метода вол­
новой суперпозиции здесь вполне оправданно.

Поскольку фундаментальное решение уравне­
ния Гельмгольца (поле точечного монополя), ис­
пользуемое в классическом подходе в качестве 
ядра интегрального оператора, не удовлетворяет 
граничным условиям на границе раздела сред, в 
предлагаемой математической модели использу­
ется функция Грина для рассмазриваемого двух­
слойного пространства в целом. Каждое из слагае­
мых построенного волнового поля тождественно 
удовлетворяет граничным условиям на границе во­
да-воздух, а суммарное поле элементарных ис­
точников удовлетворяет и условиям на поверхно­
сти излучателя. В этом смысле используемый 
подход можно рассматривать как вариант метода 
слоистых элементов, главная идея которого со­
стоит в использовании в качестве базиса набора 
элементарных решений, автоматически удовле­
творяющих граничным условиям на горизонталь­
ных границах слоев [101- В отличие от статьи [И], 
где при решении родственной задачи использова­
лась высокочастотная асимптотика функции Гри­
на [12], в настоящей работе функция Грина вы­
числяется точно как интеграл по плоским вол­
нам.

Наряду с численным проводится также асимп­
тотический анализ рассматриваемых волновых 
процессов, дающий в пределе те же количествен­
ные оценки. Здесь существенным является вывод 
и использование асимптотик для рассеяния отра­
женных сферических волн препятствием, так как 
амплитуда отраженной волны может сильно ме­

няться на расстояниях порядка размера препят­
ствия.

Анализ, проведенный в рамках рассматривае­
мой модели, показал, что эффект аномальной 
прозрачности сохраняется и для объемных источ­
ников. Более того, оказалось, что в низкочастот­
ном диапазоне мощность сферических источни­
ков различного типа и распределение излучаемой 
энергии Е  между уходящей в воздушную среду ZC 
и остающейся в жидкости Е~ слабо зависят от их 
размера. Самостоятельный интерес представляют 
также результаты, полученные для более высоких 
частот.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ОБЩАЯ СХЕМА РЕШЕНИЯ

Рассматриваются установившиеся гармониче­
ские колебания и(х)с /(0Г, х =  (х, у , z), акустиче­
ской среды, состоящей из двух полупространств с 
различными свойствами, задаваемыми скоро­
стью звука сп и плотностью р„, п =  1,2. Источни­
ком колебаний является сферический излучатель 
радиуса а , расположенный в нижнем полупро­
странстве (п = 2) на глубине d  (рис. 1а). Скорость 
ve~'mt смещения его поверхности Sa : R0 = а пред­
полагается заданной:

Здесь й0 =  Ro(-d) =  Vх? + у 7 +(z + d y ; Vr = (v, nv) -  
нормальная (радиальная) компонента вектора 
скорости колебания частиц среды v =  —/сои; ns. =  
=  {coscpsin0, sincpsinO, cos0} — вектор единичной 
внешней нормали к поверхности Sa; гармониче­
ский множитель е~ш  здесь и далее опущен. Наряду 
с декартовыми координатами (х, у, z) используют­
ся и сферические координаты (R(h ф, 0) (рис. 16), 
связанные соотношениями

х = R0cos(psinO, R0 = |х -  х0|,х 0 = (0,0,-^), 
у = R0sin фsin 0, 0 < ф < 2л,
Z  =  R q c o s  0  -  d ,  0  <  0  <  п .

Векторные поля смещений и скоростей выра­
жаются через скалярное поле давлений р(х):

и = 1
со2р

Vp и v = —— V/?, 
/сор

(2)

которое в каждом из полупространств удовлетво­
ряет уравнению Гельмгольца

Ар + к\р = 0 (3)
с волновым числом к„ =  со/сп9 п = 1,2 (п = 1 для г>  0 
и п = 2 для z < 0). Предполагается, что поле давле­
ний р и вертикальная компонента вектора смеще-

1 др
Н И И  u z =

a 2pdz
непрерывны на границе раздела

сред z = 0:

\р] = 0, [иЛ = 0. (4)

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 59 №1 2013



10 Г Л У Ш К О В  и  д р .

Квадратными скобками обозначен скачок соот­
ветствующей функции на поверхности z = 0: [/] =
=  lim (f{z -  е) - f ( z  +  е)). Кроме того, для обеспе-с —> 0
чения однозначной разрешимости краевой зада­
чи (1)—(4) требуется выполнение условий излуче­
ния на бесконечности, вытекающих из принципа 
предельного поглощения [13J.

Интегральное представление общего решения 
данной задачи строится с помощью функции Гри- 
nag(x, £), которая вводится как фундаментальное 
решение, соответствующее точечному источнику 
8(х -  §) (5 -  дельта-функция Дирака), располо­
женному в точке % = ( | ,  г), Q нижнего полупро­
странства:

Ag + Kig = 0, г > 0,

Ag + K?g = S(x -  %), z < 0,

Ш  = 0, [ i g  = 0, г = 0. (6)

Функция g  может быть представлена в виде сум­
мы классического фундаментального решения 
уравнения Гельмгольца

So (*-S) = goW  = ~ e iKl*
4л

Л = |х -§ |,  (7)

г.е. частного решения второго из уравнений (5), 
описывающего поле точечного источника в без­
граничном пространстве, и поправочного слагае­
мого gsc(x, 4), возникающего при взаимодействии 
поля g0 с границей раздела сред z = 0:

g(x,S) gsc(*&\ z>  о, 
g„(x -  5) + g jx ,  c,). Z  <0 .

Отраженное (z < 0) и преломленное (z > 0) поле gsc 
строится в явном виде с помощью преобразова­
ния Фурье по горизонтальным координатам х, у. 
В результате

g(x, у  = J  \ с ( а ,  Z ,  а ъ

г,г2

Gsc = V a)e°*e-**, z  > 0,
2су2

Go + Gsc = +  b2(a)eni{z<\  z < 0,
2a,

M a )  =  2 p | g 2  , b 2( a )  =  P ' ° 2 ~  p 2 ° ' ,
P,CJ2 + P2a l Pla 2 + P2a l

a„ = yja2 -  к2п, Rea„ > 0, Im art <0, n = 1,2. 
Величины b] и b2 имеют смысл коэффициентов 
прохождения и отражения для плоских волн с го­
ризонтальным волновым вектором (а ,, а 2, 0) [12]. 
Контуры интегрирования Г,, Г2 идут вдоль веще­
ственных осей комплексных плоскостей а ,, а 2, от­
клоняясь от них при обходе точек ветвления а  =  
=  ±к„, п = 1 ,2  в соответствии с принципом пре­
дельного поглощения.

Для любой точки £, находящейся внутри сфе­
ры Sa9 функция g(x, \) удовлетворяет исходным 
уравнениям (3) и условиям на границе раздела 
сред (4). Этим же свойством обладает и любая су­
перпозиция таких функций, в том числе и инте­
грал

Р(х) = J  {#(х, §Ж фй;, (10)
s;

взятый по поверхности сферы Sa меньшего ради­
уса а =а — е(е>  0, г/а < \). Данное представление 
дает искомое решение исходной задачи (1)—(4), 
если неизвестная плотность потенциала q(Q вы­
брана так, что радиальная компонента скорости

v(x) =
/ С 0 р 2

f  J v g ( x , ^ № , (П )
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удовлетворяет также и условиям на поверхности 
сферы (1). Подстановка представления (11) в 
условие (1) приводит к интегральному уравнению 
относительно неизвестной q

= J {к(х, ЪШЩ = т , X 6 sa (1 2 )
s;

с ядром

Ate5) = (V*(x,$Xn,) = 3 g M
ons

и заданной правой частью/(х) =  /cop2v(x). В соот­
ветствии с представлением g  в виде суммы g0 + gsc 
ядро также разбивается на два слагаемых: к = £0 + 
+ kscy из которых ksc — бесконечно гладкая функ­
ция, а к0 обладает сингулярностью:

оп5
1 3 /1

4ndns \R,
при К

В пределе при г -»  0, т.е. при стремлении радиуса 
внутренней сферы а к а, точка сингулярности х = Е, 
появляется на поверхности интегрирования и по­
верхностный интеграл в уравнении (12) понима­
ется как интеграл в смысле главного значения 
плюс вклад интеграла по внутренней бесконечно 
малой полусфере Se: |х — =  R = в, обходящей из­
нутри точку сингулярности х. При е —> 0 этот ин- 
теграл сводится к интегралу Гаусса, дающему зна­
чение телесного угла, под которым эта полусфера 
видна из точки х:

.V£ О я
Гем самым уравнение (12) принимает классиче­
ский вид уравнения второго рода с выделенным в 
явном виде вкладом сингулярной составляющей 
ядра:

 ̂<?(х) + v.p. J Jк(х, = /(х), X G S0. (13)
se

Следует отметить, что при приближении ^ к х 
вдоль поверхности Sa сингулярность ядра факти­
чески становится устранимой за счет того, что 
вектор iR = V R = (х — %)/Я, входящий в

h  = (Vg0,n,) = (/к2 -  \/R)(iR,ns)g0, 
в пределе ортогонален вектору нормали n9: (i^, nv) —> 
—» 0 при % —> х. Поэтому численное интегрирова­
ние, проводимое в окрестности точки сингуляр­
ности х в локальных полярных координатах = 
= RdRdg>)y не требует измельчения шага сетки при 
/?-> 0.

N

<7 ©  ~  <7 л ©  =  2 ) а ©  ( 14 >

j-1
Неизвестные коэффициенты разложения tp сгруп­
пированные в вектор t  = tN) \  определяют­
ся из линейной алгебраической системы

At = i, (15)

А = \аи.!?,■=„ * = ( 1 ь /ъ - , /н ) Т,

к которой уравнение (13) сводится после подста­
новки в него q вида (14) и дальнейшей дискретиза­
ции по схеме Галеркина или по методу коллокации.

Наиболее простым для реализации является 
выбор в качестве базиса qj функций, равных еди­
нице, в элементарных ячейках Sp  на которые раз­
бивается поверхность S(J при дискретизации, и 
нулю — на остальной ее части. В этом 
случае при использовании метода коллокации 
элементы матрицы А  и правой части f 
системы (15) имеют вид

= + v.p.J]А(хД>/£, f  = Д хД
S,

здесь 8у — символ Кронекера, х,- е  S, — точки кол­
локации. С ростом N  имеет место сходимость tj —> 
—> q(£,j), £ Sa, т.е. разложение (14) дает кусочно-
постоянную аппроксимацию искомой плотности 
потенциала q на поверхности Sa.

В случае осевой симметрии, когда в 
условии (1), задающем источник, функция 
v =  v(0) не зависит от угловой переменной ф, ре­
шение q также зависит только от одного полярного 
угла ф сферической системы координат (,a, х, ф): 
%= acosxsini|/, г] =  asinxsini|/, £ =  aco$\\f — d , 
0 < х <  2л, 0 < ф < л, определяющей положение 
точки § на Sa. В этих координатах интеграл по % от 
ядра к берется в явном виде, т.е. интегральный 
оператор уравнения (12) становится однократ­
ным, а для разложения q достаточно задать систему 
базисных функций Д ф ) на отрезке изменения по­
лярною угла 0 < ф < л, зафиксировав точки колло­
кации X/ на меридиане R0 = ay ф =  0, 0 < 0 < л. На­
ряду с кусочно-постоянной аппроксимацией 
здесь использовалось также и разложение по 
сплайнам-шапочкам

д,(ц1) = s((v -  V / )М  s(x) =
1 — XL |х| < 1,

J 0, \х\ > 1,
V ; = ( J -  1/2)А, h = n/N, j  = 1,2,..., N,

Решение интегрального уравнения (13) ищет­
ся в виде разложения по системе некоторых ба­
зисных функций qjy заданных на поверхности ин­
тегрирования Sa:

дающим кусочно-линейное приближение.
После нахождения коэффициентов tj характе­

ристики волнового поля могут быть вычислены в 
произвольной точке пространства х (вне S J  с по-

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л  т о м  5 9  №  1 2 0 1 3



12 ГЛУШКОВ и др.

О 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
со

Р и с . 2 . Частотные зависимости коэффициента про­
зрачности р, иллюстрирующие слабое влияние отно­
си тельного размера сферического излучателя на дан­
ную характеристику.

м о щ ь ю  с у п е р п о з и ц и и  п о л е й  э л е м е н т а р н ы х  и с ­
т о ч н и к о в  qf.

/Хх) * u(x) »  £ ,u ,( x ) ,

с с 1 . (16)
P j = \g(^)qt(Qdt, a j = J r VpJ.

s, “ P
О с р е д н е н н ы й  з а  п е р и о д  к о л е б а н и й  Т  =  2 л /с о  

п о т о к  э н е р г и и  £ ,  п е р е н о с и м о й  в  г а р м о н и ч е с к о м  
в о л н о в о м  п о л е  ч е р е з  н е к о т о р у ю  п о в е р х н о с т ь  S, 
о п р е д е л я е т с я  с  п о м о щ ь ю  и н т е г р и р о в а н и я  п о  э т о й  
п о в е р х н о с т и  н о р м а л ь н о й  к о м п о н е н т ы  е п в е к т о р а  
п л о т н о с т и  п о т о к а  э н е р г и и  е [14]:

Е = |  \endS, еп = (е, n) = ® I rn(tm u). ( 17)

З д е с ь  п — н о р м а л ь  к  п о в е р х н о с т и  S  в  т е к у щ е й  т о ч к е  
и н т е г р и р о в а н и я  т„ — в е к т о р  н а п р я ж е н и й  н а  э л е ­
м е н т а р н о й  п л о щ а д к е  с  н о р м а л ь ю  п .  В  ж и д к о с т и

х п =  - р п  и ,  к а к  с л е д с т в и е ,  еп =  I m |  ̂ 2  р *  | / ( 2 с о р ) ,  —  =
\Э п  /  5 п

=  ( V A  п); з в е з д о ч к о й  о б о з н а ч е н а  о п е р а ц и я  к о м ­
п л е к с н о г о  с о п р я ж е н и я .

П р о н и ц а е м о с т ь  г р а н и ц ы  р а з д е л а  с р е д  д л я  п о ­
т о к а  в о л н о в о й  э н е р г и и  о ц е н и в а е т с я  с  п о м о щ ь ю  
к о э ф ф и ц и е н т а  п р о з р а ч н о с т и  [ 1 ]

И = 10 lg10(£,+/ Е) (дБ), (18)

в котором ЕЕ — количество энергии, проходящей 
в верхнее полупространство, а Е  — общее количе­
ство энергии, отдаваемой источником в среду. 
Для вычисления Е + в представлении (17) в каче­
стве S  следует взять поверхность г = 0 ,а д л я Е  — 
поверхность Sa. Однако в силу закона сохранения 
энергии Е  = Еь, где Еь — суммарный поток энер­
гии через любую сферическую поверхность Sb ра­
диуса b > а, ко центральную с Sa. Кроме того, вви­
ду отсутствия оттока энергии на бесконечность в 
горизонтальном направлении, ЕЕ = Ez, где Е. — 
поток энергии через любую горизонтальную 
плоскость z = const, расположенную выше источ­
ника (z> а — d). Аналогично, количество энергии 
Е~, уходящей от источника в нижнее полупро­
странство, равно Ez при любом z< —a — d. Числен­
ная проверка закона сохранения энергии, а также 
энергетического баланса Е  = Еь =  Е г + Е~ исполь­
зовалась для контроля достоверности получае­
мых результатов.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ 
СФЕРИЧЕСКОГО ИСТОЧНИКА

Анализ влияния относительного размера ис­
точника a/d на распределение излучаемой энер­
гии Е  между потоками ЕЕ и Ег  и, как следствие, на 
коэффициент прозрачности р, привел к сравни­
тельно неожиданному результату. Расчеты пока­
зали, что несмотря на строгий учет в рамках рас­
сматриваемой модели переотражений между гра­
ницей раздела сред и его поверхностью, с ростом 
a/d  соотношение ЕЕ/Е  (и тем самым р) остается 
практически тем же, что и полученное ранее [1,2] 
для точечного источника! Данный вывод ил­
люстрируют приведенные на рис. 2, 3 зависимо­
сти р, Е  и Е ± от безразмерной частоты со для то­
чечного монополя и сферических источников от­
носительного радиуса a/d  =0 .1 , 0.5 и 0.9.

Все результаты приводятся в безразмерном ви­
де, в котором за единицу взяты глубина центра 
источника d , скорость звука в жидкости с2 и ее 
плотность р2. При этом безразмерная круговая 
частота со =  к 2d = 2nfd/c2, где/ — размерная часто­
та в герцах, а безразмерная осредненная мощ-
ность источника Е  = E p 2c2d~, где Е  — размерная 
мощность в ваттах. Безразмерные параметры сре­
ды с, =  0.222, р, =  0.0013 и с2 =  1, р2 =  1 соответству­
ют размерным с, =  330 м/с, р, =  1.3 кг/м3 и с 2 = 
= 1485 м/с, р2 =  1000 кг/м3 для воздуха и воды со­
ответственно.

Рассматривались осесимметричные источни­
ки трех типов: M-источник (монополь) с равно­
мерным распределением скорости vR по Sa в усло­
вии (1) ( v  = v0 = const), а также V  и / / - источники
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X10“ 3 X1 (Г3

Рис. 3. Низкочастотное распределение суммарной мощности Е между потоками энергии Е + и Е ~  для точечного (а  = 0) 
и сферических Л/-источников различного радиуса а.

с  д о м и н и р о в а н и е м  с о о т в е т с т в е н н о  в е р т и к а л ь н ы х  
и л и  г о р и з о н т а л ь н ы х  к о м п о н е н т  с к о р о с т и  v  н а  S a:

V  : v ( 0 )  =  6 c o s Н  : v (G )

o< e< 7L

—  s in 5 0 v o, 
5л;

К о э ф ф и ц и е н т ы  з д е с ь  п о д о б р а н ы  т а к ,  ч т о б ы  
в о  в с е х  т р е х  с л у ч а я х  о б ъ е м н а я  с к о р о с т ь  и с т о ч н и ­
к о в  v  б ы л а  о д и н а к о в о й :

в  б е з г р а н и ч н о е  п р о с т р а н с т в о .  Д л я  т о ч е ч н о г о  и с ­
т о ч н и к а  с  п о л е м  g 0 в и д а  ( 7 )  Е 0 =  1 / ( 8 л с 2р 2) ,  а  д л я  
с ф е р и ч е с к о г о  М -  и с т о ч н и к а

гу. 4 22ла р2с2со
2 2 2~ с2 + а оз

v о

п о э т о м у  т р е б у е м а я  э к в и в а л е н т н о с т ь  о б е с п е ч и в а ­
е т с я  п р и  v Q =  1 / ( 4 л р 2со я 2) ,  п р и ч е м  н е  т о л ь к о  п р и  
со —» 0 ,  н о  и  п р и  а  —> 0 .

я

v  =  — f fvrfiS' = -  fv(0)sin OcIQ = v 0.
4 л я  “ j  J 2  J

Se о
К р о м е  т о г о ,  д л я  с о п о с т а в и м о с т и  р е з у л ь т а т о в  к о н ­
с т а н т а  v 0 в ы б р а н а  т а к ,  ч т о б ы  н а  н и з к и х  ч а с т о т а х  
с ф е р и ч е с к и й  М - и с т о ч н и к  б ы л  э н е р г е т и ч е с к и  э к ­
в и в а л е н т е н  т о ч е ч н о м у  5 - и с т о ч н и к у ,  т е .  ч т о б ы  
п р и  со —> 0  у  н и х  с о в п а д а л а  э н е р г и я  Е 0, и з л у ч а е м а я

О с е в а я  с и м м е т р и я  у п р о щ а е т  а н а л и з ,  в  ч а с т н о ­
с т и ,  п о в е р х н о с т н ы е  и н т е г р а л ы  ( 1 7 )  с в о д я т с я  к  о д ­
н о к р а т н ы м :

71

Е = 2па je „ ( 0 ) s in O r f O ,  е„ =  iR e | / ; ( O ) v * ( 0 ) ) l ,
о ( 1 9 )

Р Ф ) =  Р
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а = 0.5, (о = 0.1 а = 0.5, со = 1

- 2 - 1  0 1 2

Рис. 4. Линии тока (вверху) и плотность потока энергии |е(дг, z)\ (внизу) для Л/-источника радиуса а = 0.5 на низкой 
(со = 0.1, слева) и средней (со = I, справа) частоте.

Е* =

I-  I ь 2 (а) \

П 2у/к2- а

I
8ясор2

к.

j |0)’ ad a  + J 1 т6 ,(а ) 1^ ,2

К: -  к
|0 |' ada

Е  = 1
16тш )р2

J -
d Q, I2 + I b2(a)Q2 |J +2Re|A,(a)0l*C?2l)

о 7к 2 -  a 2
ada ,

Q(a) = 2na2

0
П

C?,.2(a) = 2na J<y(\|/)pn u ^Wi|/,

< /(v j/) = c /( i| / ) y 0( a t f s i n i | / ) s i n i | / ,  C, = a cosy  — </, У 0 — 
функция Бесселя.

На рис. 2 сплошной линией показана совпада­
ющая с полученной ранее |1, 2| зависимость ко­
эффициента прозрачности р от со = к 2с/для точеч­
ного монополя. Пунктиром и штрих-пунктиром 
нанесены значения р для среднего (а = 0.5) и 
большого (а = 0.9) сс|)ерических М- источи и ков. 
Во всех трех случаях р —> 0 при со -»  0, т.е. граница 
Z =  0 становится аномально прозрачной. Более 
того, данные графики показывают, что прозрач­
ность р практически не зависит от относительно 
размера А/-источника во всем рассматриваемом 
диапазоне изменения частоты со. К аналогичным 
выводам приводит и анализ зависимостей р(со), 
построенных для V и //-источников.

Зависимости /Г^со), приведенные на рис. 3, 
показывают, что в низкочастотном диапазоне 
размер источника практически не влияет не толь­
ко на отношение Е*/Е~, но и на количество излу-
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чаемой энергии Е+ и Ег в отдельности. Более то­
го, такие же зависимости, как на рис. 3, получа­
ются и для V и //-источников. Интересно 
отметить, что точка со, в которой Ег становится 
равной Ьч , во всех случаях примерно одна и та же: 
со = 0.1. Более детальный анализ показывает, что 
ее значение все же зависит от а , но только в тре­
тьем знаке. Так, например, для А/-источников 
(рис. 3) Е+ = Е~ при со =  0.097, 0.097, 0.095, и 0.089 
для а =  0, 0.1,0.5 и 0.9 соответственно.

Наглядную картину осредненного за период 
колебаний переноса волновой энергии от источ­
ника на бесконечность дают линии тока энергии, 
порождаемые векторным полем е(х) (в любой 
точке х вектор е касается линии тока, проходящей 
через эту точку) (рис. 4). Поверхность источника Sa

разбивается на две части: S,] : 0 < 0 < 0О и Sa : 0О < 0 < 
<л. Линии тока, начинающиеся с поверхности
.VJ, пересекают границу z =  0, показывая путь пе­
реноса энергии Е+ из жидкости в воздух. На низ­
ких частотах, когда Е + > Е~, 5* занимает большую 
часть поверхности Sa (0О —> я при со —» 0), но с ро­
стом со полярный угол 0(), определяющий границу
между S* и Sa, монотонно уменьшается и в соот­
ветствии с поведением кривых Е± (рис. 3) пересе­
кает экватор (0О = я/2) при со % 0.1 (рис. 4, слева). 
При со = 1 (рис. 4, справа) угол 0„уже сравнитель­
но мал и в воздух поступает энергия только из уз­
кой окрестности полюса сферы 0 =  0. В целом 
картина линий тока и характер ее изменения с ча­
стотой те же, что и для точечного источника 115|.

На рис. 4 ниже линий тока энергии показано 
соответствующее распределение плотности пото­
ка энергии |e(x, z)|. Его характерными чертами яв­
ляются повышенная плотность потока, излучае­
мого вбок (темные зоны вдоль боковой поверхно­
сти источника), и почти нулевая плотность 
потока, идущего из приполярных областей (вер­
тикальные светлые полосы над и под источни­
ком). Низкая плотность потока энергии из при­
полярной области наряду с уменьшением площа­
ди S* приводит к быстрому падению доли Е+ с 
ростом со.

Энергия источника Е  может быть также пред­
ставлена в виде суммы Е =  Е0 +  Екч в которой Esc 
дает поправку к энергии /Г0, возникающую за счет 
отраженных волн. На низких частотах эта по­
правка отрицательна, причем Esc& — £0 при со -> 0, 
в результате Е  < Е{) (рис. 5). С ростом со вклад Esc
уменьшается. Для выбранной зависимости v0 от 
со, имеющей степенное убывание, энергия Е{) 
сферического Л/-источника также имеет степен­
ное убывание: Е0 ~ с2/(#па2р2(о2) при со -» со. По­
этому кривые Е(со) на рис. 5, достигая максимума 
в определенном диапазоне средних частот, далее.

Р и с .  5. Зависимость от частоты суммарной мощно­
сти /:'точечного (а  = 0) и трех сферических Л/-источ- 
ников (сплошные линии) и энергии /:'(), излучаемой 
этими источниками в однородное пространство 
(пунктир).

на высоких частотах, стремятся к нулю. В то же 
время для точечного источника Е0 = const, т.е.
сделанный выбор v0 обеспечивает энергетиче­
скую эквивалентность объемных и точечного ис­
точников только в низкочастотном диапазоне, 
который расширяется с уменьшением а.

В частотном диапазоне рис. 5 содержатся точ­
ки фиктивных резонансов при а = 0.5 (со, =  6.28) 
и а = 0.9 (со, = 3.49, со2 = 6.98). Их наличие прояв­
ляется в виде небольших провалов на соответ­
ствующих кривых £(со) в окрестности этих частот. 
С увеличением точности аппроксимации за счет 
роста числа базисных функций N  (рис. 5 построен 
при N  = 40) зоны численной неустойчивости быст­
ро сужаются и данные провалы становятся нераз­
личимы.

ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ИСТОЧНИКОМ 
КОНЕЧНОГО РАЗМЕРА КАК ЗАДАЧА 

ТЕОРИИ РАССЕЯНИЯ

Для выяснения причин нечувствительности 
прозрачности границы к свойствам низкочастот­
ного источника целесообразно исследовать излу­
ченное звуковое поле аналитически. В однород­
ной жидкости поле Д/-источника совпадает при 
/?„ > а с полем точечною монопольного источни­
ка. При падении создаваемой Л/-источником 
сферической волны на границу прошедшая в воз­
дух и отраженная в воду волны такие же, как и в 
случае точечного источника, однако отраженная
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волна рассеивается затем на поверхности конеч­
ного источника. При взаимодействии с границей 
однократно рассеянная волна, подобно исходной 
сферической, снова порождает прошедшую и от­
раженную волны, отраженная волна вновь рассе­
ивается на поверхности источника и т.д.

Поскольку на поверхности рассматриваемого 
источника звука значение нормальной скорости 
считается заданным, нормальная скорость в су­
перпозиции падающей на источник и рассеянной 
источником волн равна нулю при R{) = а. Это 
означает, что источник рассеивает звук как абсо­
лютно жесткая сфера радиуса а. В приближении 
однократного рассеяния, пренебрегая малыми 
поправками порядка р ,/р 2, падающую на источ­
ник волну можно считать сферической волной, 
исходящей из расположенной в верхнем полу­
пространстве точки (0, 0, d). Таким образом, здесь 
возникает задача о рассеянии сферической волны 
на абсолютно жесткой сфере.

Отметим, что стандартная теория рэлеевского 
рассеяния 116| в данном случае неприменима, по­
скольку давление в падающей волне существенно 
меняется в пределах рассеивателя, когда относи­
тельный размер источника a/cl порядка единицы. 
Элементарное решение задачи о рассеянии сфе­
рической волны на малой абсолютно жесткой 
сфере имеет вид 117, 18|:

Psc =

+ 1 -  2Jk2d Г 
4 па J

2AndR^
Г/2d

ei*2{R*+2d) +

*0 д  ехр(/к,Л,(г0)) 
dz0 Rn(zu)

(20)

dz0-

Здесь /?0(го) =  \Jx2 + у 2 + (г -  г0)2 и учтено, что на- 
дающая на сферический рассеиватель волна рт  
имеет тот же вид (7), что и —g0, но с R =  R0(d).

Рассеянная волна рх совпадает со звуковым 
полем, создаваемым мнимыми источниками: мо­
нополем в центре сферы и вертикальными дипо­
лями, распределенными вдоль отрезка {х =  0,у = 0, 
—d < z<  —d  + a2/2d) внутри рассеивателя. Следо­
вательно, в приближении однократного рассея­
ния Л/-источник эквивалентен набору точечных 
зву коп розрач ных источ н и ков.

Из формулы (20) следует, что хотя рассеянное 
поле вблизи рассеивателя не мало по сравнению с 
падающей волной, относительные возмущения 
осредненного по периоду волны потока мощно­
сти через любую плоскость, не пересекающую 
рассеиватель, малы по параметру к2а при любых 
значениях а/d < 1. Этот результат допускает про­
стую физическую интерпретацию: сильные воз­
мущения звукового поля вблизи малого по срав­
нению с длиной волны рассеивателя обусловлены 
неоднородными волнами с волновыми числами

порядка \/а\ эти волны быстро затухают при уда­
лении от рассеивателя и не излучают звук.

Решение задачи об излучении звука произ­
вольным звукопрозрачным источником при на­
личии границы выражается через плосковолно­
вой спектр поля, создаваемого источником в без­
граничной среде 131. Используя формулы (9) и
(20) для плосковолновых спектров под и над ис­
точником, получаем

5 „(а ) = 1-ьехр(2/,С^ 3|4 к ^  +
24 d (21)

+ (±3/ -  lK 2d ± 4K2dy^K22 -  а 2(1 + 0(к22а2))\.
Верхний и нижний знаки здесь для 5, при z < - a - d  
и 5*2 при а — d< z<  0 соответственно. Для просто­
ты предполагается, что'а мало не только по срав­
нению с 1/к2, но и с I /к ,. Подчеркнем, что обу­
словленные конечным размером источника отли­
чия и S2 от единицы при а < к ,  остаются малыми 
при любых а/d  < 1. Поэтому при а  < к, а~] учет 
многократного рассеяния приводит только к по­
явлению в Sx и S2 членов более высокого порядка 
по малому параметру к2а.

В терминах 5, и S2 потоки акустической мощно­
сти, излучаемые на бесконечность в воздухе и воде, 
даются формулами (11) и ( 12) работы |3 | (ср. с (19))

Е + =

_ Ч) 
К2 J

о

1 - l w r
2л/к> -  а

a d a  +
1

I
1шй2(а)

к, Vet2 -  К
ada

Е~ =
-4 2 2 )

А
2к>

. 1

1 5, + b2(a)S2 ехр(2 id у] к] -  а 2 )| ada

о
Согласно формулам (21) и (22) влияние конечных 
размеров Л/-источника на излучение звука прояв­
ляется в первом порядке по к 2а при K2d<  1 и толь­
ко во втором порядке при K2d  -  1. При фиксиро­
ванных значениях Е{) и K2d  эффект размера источ­
ника растет как третья степень отношения a/d. 
Влияние конечных размеров источника на излу­
чение звука в воздух и воду проиллюстрировано 
на рис. 6 и 7, построенных по формулам (21) и 
(22). Данные асимптотические результаты хоро­
шо согласуются с представленными на рис. 2, 3 и 
5 результатами, полученными на основе решения 
интегрального уравнения (13), возникающего 
при строгом учете взаимодействия отраженных 
волн с излучающей сферой.

В приближении геометрической акустики воз­
мущение потока акустической энергии при рас­
сеянии сферической волны на локальном препят­
ствии пропорционально телесному углу, под ко­
торым оно видно из центра падающей волны. 
При а/d  —> 1 источник виден из точки (0, 0, d) под
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Рис. 6. Частотная зависимость излучения источника конечных размеров. Потоки мощности /С (сплошные линии) и 
I: (пунктирные линии), создаваемые М- источникам и с относительным размером a/d = 0.9 ( /), 0.6 (2) и 0.3 (.?), нор­
мированы на соответствующие потоки мощности от эквивалентных точечных источников.

к2с!

Рис. 7. Излучение звука источником малого волнового размера при различных расстояниях до границы раздела вода- 
воздух. Отношения создаваемых Д/-источником и точечным источником потоков мощности, уходящих на бесконеч­
ность в воздухе ( /) и в воде (2), и полных мощностей акустического излучения (3) показаны как функция безразмерной
глубины K2d источников. Радиус Л/-источника а = 0.1 к2\

углом я(2 — 73) стерадиан, и можно было бы ожи­
дать значительных (порядка 0(1)) возмущений Е' 
и Ег. Как показано выше, для низкочастотного 
звука этого не происходит в силу дифракционных 
эффектов, и поправки остаются малыми по пара­
метру к2а , даже несмотря на то, что граница раз­
дела вода—воздух находится в ближней зоне ис­
точника.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе на примере сферического 
источника звука показано, что эффект низкоча­
стотной аномальной прозрачности границы во­

да-воздух, установленный ранее для точечных 
источников, имеет место и в случае размерных 
излучателей. Как и ожидалось, для резкого возрас­
тания прозрачности границы и излучения большей 
части волновой энергии в воздух необходима ма­
лость линейных размеров источника по сравнению 
с длиной волны. Напротив, вопреки ожиданиям, 
для проявления эффекта на низких частотах, т.е. 
при уменьшении относительной глубины источни­
ка, не требуется м&чость его размеров по сравне­
нию с глубиной. Выяснилось, что при фиксиро­
ванной объемной скорости источника с малым 
волновым размером как суммарная акустическая 
мощность, излучаемая в двухслойную среду, так и 
соотношение между потоками волновой энергии.
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идущими в воду и воздух, практически не зависят 
от отношения радиуса источника к его глубине. 
Этот результат обусловлен особенностями ди­
фракции волн на объектах малого волнового раз­
мера. Он резко расширяет круг явлений, для кото­
рых теория предсказывает аномальную прозрач­
ность границы вода-воздух для низкочастотного 
звука, и значительно упрощает постановку лабо­
раторных и натурных экспериментов по проверке 
теории.

Работа выполнена при поддержке Российско­
го фонда фундаментальных исследований (про­
ект №  12-01-00320).
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