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Рассмотрена задача о рассеянии т -й моды Лэмба решеткой из /’ пеночек одинаковых близко распо­
ложенных друг от друга механических резонаторов (пружин с грузами), присоединенных к грани­
цам твердого слоя. Расстояние между цепочками равно половине длины волны этой моды при ча­
стоте о, равной иди близкой собственной частоте цепочки резонаторов при учете взаимодействия 
соседних цепочек через неоднородные моды. Рассчитан коэффициент отражения /и-й моды Лэмба 
от этой дифракционной решетки.
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Нормальные волны (моды) вертикальной по­
ляризации в горизонтальном твердом слое со сво­
бодными границами называют волнами Лэмба
111. Все волны Лэмба, кроме нулевых, имеют кри­
тические частоты. Нулевая симметричная и нуле­
вая антисимметричная волны Лэмба распростра­
няются при любой частоте. В тонком по сравне­
нию с длиной поперечной волны слое (пластине) 
они представляют собой соответственно про­
дольную и изгибную волны. Затухание изгибных 
волн в тонкой пластине, обусловленное присо­
единенными к ней резонансными системами с 
трением, исследовали многие авторы 12—51. В ра­
боте |6| было показано, что в твердом слое, явля­
ющемся одномодовым для симметричных (анти­
симметричных) волн, при помощи механических 
резонаторов с определенным трением всегда 
можно полностью поглотить нулевую симмет­
ричную (антисимметричную) волну Лэмба. Од­
номодовый (для симметричных или антисиммет­
ричных волн) твердый слой может быть не тон­
ким по сравнению с длиной поперечной волны. 
Простейшим механическим резонатором для 
волн Лэмба является пружина с грузом. Такой ре­
зонатор, присоединенный пружиной к границе 
твердого слоя, интенсивно рассеивает падающую 
на него моду. Резонатор, расположенный перпен­
дикулярно границе (“нормальный резонатор”), 
реагирует на нормальную компоненту ее смеще­
ния. Резонатор, расположенный параллельно 
границе и ориентированный по направлению 
распространения волны (“тангенциальный резо­
натор"), реагирует на тангенциальную компонен­
ту ее смешения.

Представляет интерес исследовать эффектив­
ность дифракционной решетки,сконструирован­
ной из механических резонаторов, как отражате­
ля звука в многомодовом твердом слое. Можно 
ожидать, что падающая мода будет эффективно 
отражаться ог решетки с пространственным пе­
риодом L , равным или близким половине длины 
волны этой моды.

Рассмотрим твердый слой со свободными по­
верхностями, заданными в декартовой системе 
координат уравнениями z =  Л и z = —ti. К нему на 
пересечении его верхней и нижней поверхностей 
с плоскостямих =  ( р -  I)/., где/? = 1, 2,..., Р, при­
соединены одинаковые близко расположенные 
друг от друга “ нормальные” механические резо­
наторы, реагирующие на нормальное смещение 
границы. “Размажем” эти резонаторы по линиям 
их присоединения к твердому слою и будем ха­
рактеризовать каждую цепочку резонаторов пара­
метрами, отнесенными к единице длины по оси у. 
На рис. I дано сечение упругого слоя с резонато­
рами плоскостьюxz. Обозначим через ц, к(1 — /б) 
и с — соответственно погонную массу, погонный 
коэффициент упругости и погонный коэффици­
ент диссипации одной цепочки резонаторов. 
Ширину площадки соединения цепочки резона­
торов и твердого слоя обозначим через 2d. Поле в 
твердой среде будем характеризовать скалярным 
и векторным потенциалами ф и ф. В двумерной за­
даче, когда движение не зависит от координаты у, 
у векторного потенциала будет отлична от нуля 
только компонента по оси у ; эту компоненту обо­
значим просто через ф. Пусть слева на резонато-
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Рис. 1. Твердый слой с отражательной дифракцион­
ной решеткой для мод Лэмба.

(2)

ры падает/и-я гармоническая симметричная мода 
с потенциалами

Фо(х,г) = ch(4 m2 )exp(/^mx)|,

ФоСх.г) = У h(<?m/° sh(5m;) exp x), ( 1 ]
где t,„, — m -й положительный корень уравнения

m = 0.
I X Q  =  4£ ,2s q s h ( q h ) c h ( s h )  -  ( £ 3 + s 2) 2c h ( q h ) s h ( s h ) ,

q  =  - J ^ 2 -  k 2. Re<7 > 0. Imq  < 0 , s  =  y j t ,2 -  k 2. Res > 0, 
lm s< 0 , k , =  a>/ch  c , =  w/c„ q m и s m -  значения вели­
чин q w s  при £, =  С/ и с , — скорости продольной
и поперечной волн, со — круговая частота. Ам­
плитуду скалярного потенциала падающей моды 
выбираем единичной, временной множитель 
ехр(-/со/) опускаем. Под действием падающей 
моды ( 1 ) резонаторы, расположенные сверху и 
снизу слоя, колеблются синфазно и создают в нем 
симметричное рассеянное поле (ф, ф), полное по­
ле в слое равно {(ф + ф0), (ф + ф0)>.

Обозначим через и г — комплексную амплитуду 
смещения груза р по оси гот положения равнове­
сия в г -й цепочке. Уравнение движения грузов, 
расположенных над слоем, имеет вид

(-ко) ци,. = - F r , (3)
где комплексная амплитуда гармонической силы 
определяется по формуле

Fr =  K ( \ - i z ) [ u r - W r \ ,  (4)
Щ х , г) — смешение частиц среды по оси г в пол­
ном поле {(фо + ф), (ф„ + ф)>, W r =

2 d  k - d
W ( x , h , ) d x  — усредненное смещение по

площадке соединения цепочки с твердым слоем 
(г =  Л, \ x - x \ < d <  1/A,),xr =  (г  — \ )L . Сила /^рав­
номерно распределяется по площадке |х — х \  <  
< «/границы. Симметричное рассеянное поле в 
твердой среде удовлетворяет уравнениям

Дф + к 2ф = 0, Дф + А,2ф = 0

и граничным условиям
/’

= КЛг=-А = Е(5/-(ЛГ)/>'
{̂ }г=А = {̂Лг,-А = °-

где a ik — компоненты тензора напряжений,

РЛ х )  =  Л- при |х -  х,,! < d ,  рр(х) = 0  при \ х  -  х р\ > d . 
2 d

Это поле получим методом Фурье. Оно равно 
сумме рассеянных полей, создаваемых всеми це­

почками резонаторов, ф = ^  ;фр, Ф = ,Фр, 
где

Ф„(х,г) = -
2 ярс,

(t±£J
т

(5)
sh(s/i)ch(^)cxp|/^(x -  х р ) Щ ,

Ф„(хг) =

= - / -
лре,-

| g(^)-^sh(<7/i)sh(sz)exp|/^(x -  х р ) Щ  * )т
р -  плотность среды. Величины#(%) определяется 
по формуле

sin£rf)
т

При \^ d \ <  I она равна приближенно единице.
При [х —хр|></потенциалы ф,, и \\ip можно пред­

ставить в виде

Ч>р  =
оо . _ 2 2 (*̂ )

= - У t S" ■sh(sn/>)ch(g,z)ехр|/£,я |х -  x j | ,
„=оРс‘ D & >

ф„ = sign(x - х„)У —?g(̂„) хл.оРс' (8)
х -̂ -̂sh(9nA)sh(sB2)exp|/̂ |x-x/,||,

гдеЩ̂Л-̂ Щ)} •
Смещения по оси z  в полях (ф0, ф0) и (ф,,, ф/() 

при z  =  h  получим по формулам (расчет выполнен 
при единичной амплитуде скалярного потенциа­
ла падающей волны)

и>0(х,А) -  бехр(/^тх), В  =
'Sm ^т '

2 -ко
w  (х,А) = к ‘ Fp, f^^sh(^/;)sli(s/»)exp|/^(x - x p ) \ d ^  

2 к о с ,  J IX Q-со
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Смещение по оси z в полном поле при z  = h  равно
р

Щ х,Н) = w0(x,h) + Y Jwp(x,h).
/>=|

Усредненное по площадке \х — x \ < d  полное сме­
щение равно

/>
w r = B g ( ^ m) e x p ( i£ ,mx r ) +  ^ w lir’

1 r  2

и’pr=-L-4 f̂ ĥ̂ Z/JsliCv/Oexpl/̂ -̂ )̂  
2 лрс, J /As)—СО

Подберем силы Fp таким образом, чтобы удо­
влетворялось уравнение (4). Согласно уравне­
нию (3), смещение груза будет u r =  Fr/ ( p b i 2) . Под­
ставляя и г и W r в соотношение (4), получим для Fp 
систему алгебраических уравнений

р
(Y0 + Yrr)Fr+ YJ yprFp =  i(og(is„)Bexp(i^mxr), (9)

р=|
где Y„ и Yrr -  соответственно проводимость и при­
соединенная проводимость одиночной цепочки 
резонаторов, Yp r — взаимная проводимость цепо­
чек резонаторов, звездочка над суммой означает, 
что в ней опущено слагаемое р  =  г .  Проводимости 
К„, Yn , Ypr определяются по формулам

Y,t =  / Lсор (О
к(1 -/е)
2

Y„ = -/сон».~JFr = J~~sli(<7/')sli(.v/(W£, = К,„
2 лрс, J [ Щ

-<©
Ypr = ~ i o w pr/  Fp =

3 2

= f ^ ^ s '^ / 'J s h ^ O e x p l /^  - x p ) \ d ^ .
2 n p c ,  J 0 ©-<C

Вычисляя интегралы в этих формулах на основе 
теории вычетов, получим следующие выражения:

°о 3 2

угг = = к,„

рг I
п=0

-- ^;>7;sh(g„/»sh(5)l/,)схр|/̂  
Р с , 0 ( ^ п)

При k , d  1 вещественная компонента проводи­
мости практически не зависит от ширины пло­
щадки соединения пружин со слоем, она равна 
приближенно

\ - i
Кс К = 1 к<'д„ ,-Р с,п\иh (q nh )s h (s„ h )  = Re К,,

где /V — число однородных симметричных мод 
Л эмба в твердом слое.

Пусть пространственный период решетки ра­
вен половине длины волны /и-й моды Лэмба и 
число цепочек велико. Тогда /и-е рассеянные мо­
ды от всех цепочек складываются синфазно, рас­
сеянные однородные моды с другими номерами 
гасятся в результате интерференции. Следова­
тельно, цепочки взаимодействуют друг с другом 
главным образом через рассеянные /и-е моды. Бу­
дем считать, что неоднородные рассеянные моды 
заметно затухают на пространственном периоде 
решетки. По этой причине ограничимся учетом 
взаимодействия только соседних цепочек через 
эти моды. В формуле (9) это взаимодействие учи­
тывают слагаемые

Y ° F r_l + Y ° F r+l =  - 2 Y ° F r , г  = 2,3,4......Р  -  1;
Y ° F r+t =  - Y ° F r, г = 1; Y ° F r_, =  - Y ° F r, г  =  P . 

Величина У° есть компонента взаимной проводи­
мости между соседними цепочками, обусловлен­
ная неоднородными модами. Она определяется 
по формуле

К° = Z^47„sh(̂ )shM)exP|-|̂ | Ц.
С целью сделать резонансные частоты всех цепо­
чек одинаковыми изменим собственные прово­
димости первой и последнее цепочек: заменим Y„ 
на ( Y0 — Y ° ). На основе приведенных физических 
соображений формулу (9) можно преобразовать к 
виду

р

(Уа + У11-2ГЖ + Х Г̂ = (10)
Р= I

= iag(&m)Bexp(il>mxr),
где Yp — компонента взаимной проводимости 
Ypr, обусловленная /и-й однородной модой,

УрТ = (-1 )М С \  У'гГ = k ' g2̂ ”\ qmsh(qmh)sh(smh).
Р с ,1 Ч £ ,т)

Система уравнений (10) имеет решение

F  ( - \ r ' u o g ( U B

" {(К„ + Км - 2К°) + (/> - 1)0'
Подставляя Fp в формулы (7) и (8 ), получим ска­
лярный и векторный потенциалы рассеянного 
поля отр-й цепочки резонаторов. Складывая па­
дающую волну (I) и рассеянные поля от всех це­
почек, получим полное поле в твердом слое. Ам­
плитуды рассеянных моде номерами, не равными 
/и, малы по сравнению с амплитудой т -й рассеян­
ной моды. Это обусловлено тем, что /и-е рассеян­
ные моды от всех цепочек складываются синфаз­
но, рассеянные моды с другими номерами гасятся 
в результате интерференции
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Рис. 2. Зависимость модуля коэффициента прозрач­
ности нулевой моды от параметра £2 .

£ ( - l) 'e x p (± f lU x ,
р-\

р(̂-1)'ехр(±̂ ,дг,)
р-1

Р .

Коэффициент отражения падающей симмет­
ричной моды ( 1 ) от дифракционной решетки по­
лучим по формуле

у  - ____________L i n ___________{(Кс + Уп-гп + ̂ -оСУ
Коэффициент прозрачности равен Т  =  1 + V. 

Резонанс цепочки резонаторов наступает при ча­
стоте со0, удовлетворяющей уравнению

I т(У0 +  У,, — 2К°) = 0.
При выполнении соотношений со =  (о0, L  =  
=  |n/^ml(t>=.,v,коэффициент отражения будет

К(оз0) = 41 + (Ло + Л, -  R \m)) I P R \ m)L U , (И )

где /?„ = Re У0, /?,<п) -  вещественная компонента 
присоединенной проводимости одиночной це­
почки, обусловленная рассеянием в п - ю  моду. 
Коэффициент отражения асимптотически стре­
мится к (—1) при увеличении числа цепочек. При 
N  =  1, m  =  0 (одномодовый слой) формула (11) да­
ет Р(со0) =  -{1  + ЛоДЯ/С)}-1. Величина ->  0 
при k / t  —> 0  и поэтому нормальные резонаторы 
слабо отражают “юнговскую” продольную волну 
в тонкой пластине.

Найдем коэффициент прозрачности нулевой 
моды при резонансной частоте резонаторов, не 
совпадающей с частотой из. Расчет выполним при 
следующих значениях параметров задачи: N  =  1,
/и = 0, L  =  л, р  =  5, (к/ю)/?|(0> =  1. На рис. 2 дана 
зависимость величины |7] от параметра £2 = (о0До 
при е =  0, 0.2 и 0.5 (соответственно сплошная, 
штриховая и пунктирная линии). Полное отраже­

ние нулевой моды возможно лишь при £ 2  =  1 при 
отсутствии трения в резонаторах.

Аналогичным способом решается задача об от­
ражении т -й симметричной моды Лэмба от ди­
фракционной решетки, сконструированной из 
тангенциальных механических резонаторов. Опус­
кая вычисления, приведем окончательные резуль­
таты. Резонанс цепочки тангенциальных резона­
торов наступает при частоте со,',, удовлетворяющей 
уравнению

1т(У0 + У,*, -  2У°’) = 0,
 ̂ со 2

У,\ =  ^ Y ^ s „ c h ( q nl i ) c h ( s nh ) ,

Г°* = —  X ^ V h ^ /O c t K ^ O e x p l - l^ l  Ц .

При выполнении соотношений (о =  L  =  
=  [7т/£ ,,„ 1 коэффициент отражения /w-й сим­
метричной моды будет

У (со©) = {1 + |Яо + Л.' - (12)
где Л„ =  Re У0, R [  =  Re У,‘, =  ^ Л|*<">, R '/ " ' -  ве­
щественная компонента присоединенной прово­
димости одиночной цепочки тангенциальных ре­
зонаторов, обусловленная рассеянием ви-ю моду,

= ̂ - \̂snch(qnhmsnh).
p c ,  D ^ n)

Коэффициент прозрачности равен 7'(со|')) =  1 — 

- П<*’о).
Рассчитаем коэффициент отражения т -й анти­
симметричной моды от дифракционной решетки. 
Обозначим через волновое число этой моды, 

есть /и-й положительный корень уравнения

ад=а
/)„(£,) = 4 4 '.v<7ch(^/?)sh(5/7) -  ( ^ 2 + s 2)2c h ( s h ) s h (q l i ) .  

Под действием падающей антисимметричной 
моды резонаторы, расположенные сверху и снизу 
слоя, колеблются противофазно и создают в нем 
антисимметричное рассеянное поле.

Резонанс цепочки нормальных резонаторов 
наступает при частоте со„п, удовлетворяющей 
уравнению lm{ + | Y u \a —  2| К°|а} = 0, где

\ У п 1 =  Y k ' g2(^ ° nc h ( q anh )c h { s anh ) , 
Р c , D ( ^ an)я=0

у °  =  У  к ' g ~ a" K anc h(gu,7 >)ch(5u„/i)exp|- |%ая| L \.ttP С.Щап)
При выполнении соотношений со =  со,*), /. = 
=  1л/£,аш1щ_т коэффициент отражения т - й анти­
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симметричной моды от решетки нормальных ре­
зонаторов будет

К,Ко) = hi + (Яо + Я,„ - (13)
где Я„ =  R eК0, R al =  Re| Y u ]a =  С ,  С  -  ве­
щественная компонента присоединенной прово­
димости одиночной цепочки, обусловленная рас­
сеянием в /7-ю антисимметричную моду,

С = ̂ -$-̂ -qanch(qnh)ch(sanh).Р°' №ап)
Коэффициент отражения асимптотически стре­
мится к (—1) при увеличении числа цепочек. При 
N =  1 , /// =  0  (одномодовый слой) формула (13) да-
ет КДсвоо) =  —{ 1  +  R o / i P R r f ) } - ' .

Резонанс цепочки тангенциальных резонато­
ров наступает при частоте со’0, удовлетворяющей 
уравнению

Im{K0 + |К,’||а -2|К°*|0} = О,
 ̂ ® 2 

\Уи\а = —
. 3  ®  2.Г ,

\У° I  = -L V  g sul£И(//„„/))sh(.v„„//)ехр|- fe„„| Ц.
рс’^т«п)

При выполнении соотношений со =  со’0, L  =  

= |л/^<ш1 - • коэффициент отражения / / 7 - й  анти- 
симметричной моды от решетки тангенциальных 
резонаторов будет

кХо) = {1+[/?„ + /?;, - rT^prT w', (14)
где Я„ =  RсК0, Ка; =  Re|K|’,]fl =  £ Г ,  -
вещественная компонента присоединенной про­

водимости одиночной цепочки тангенциальных 
резонаторов, обусловленная рассеянием в /;-ю 
антисимметричную моду,

КГ = ̂ ^̂ ŝ lHqjOshfsJ,).РС' О'Лап)
Коэффициент отражения асимптотически стре­
мится к ( + 1) при увеличении числа цепочек. Коэф­
фициент прозрачности равен 7'(о)‘„) =  1 — И(оэ о̂)- 
При /V = I, /// =  0 (одномодовый слой) формула (14)
дает Уа(ш м )  =  {1 + /?в/ ( / >Л*|<0))}-1. Величина Л*,<0) -> О 
при к } 7 —» 0  и поэтому тангенциальные резонаторы 
слабо отражают изгибную волну в тонкой пластине.
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