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Предложен метод расчета виброизоляции упругою слоя, расположенного между пластиной конеч­
ного размера со свободными краями и ниброактивным основанием. Упругий слой состоит из дис­
кретного набора пружин. При несинфазном колебании поверхности основания среднее динамиче­
ское воздействие на пластину уменьшается, что приводит к росту виброизолирующего эффекта. Ре­
зонансы изгибных колебаний пластины, напротив, снижают виброизоляцию на резонансных 
частотах. Для разных случаев получены оценки параметров системы, при которых виброизолирую­
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Ключевые слова: виброизоляция, резонанс, изгибные колебания, пластина. 
DOI: 10.7868/S0320791914050050

Одним из эффективных способов снижения пе­
редачи вибраций от одних объектов к другим явля­
ется применение специальных препятствий — виб­
роизоляторов. Как правило, они размещаются 
между источником вибрации и защищаемым объ­
ектом. В простейшей схеме между виброактив- 
ным объектом и основанием располагается набор 
дискретных виброизоляторов или непрерывный 
упругий слой 11,2 |. Динамическое воздействие со 
стороны объекта на основание уменьшается в не­
которой области частот. Если, наоборот, основа­
ние является источником вибрации, то виброизо­
ляторы в той же степени снижают воздействие на 
объект. Часто задачу можно считать одномерной 
и выполнять расчет виброизолирующей эфф ек­
тивности на основании классической теории виб­
роизоляции |3, 4|.

В волновом случае, т.е. когда размеры объектов 
не являются малыми по сравнению с характерны­
ми длинами волн (поверхностных, изгибных или 
иных), одномерная модель виброизоляции не­
применима. Например, в случае бесконечных 
пластин, разделенных упругим слоем, имеет ме­
сто волноводная изоляция изгибных колебаний 
15 1. Здесь упругий слой так изменяет волновод­
ные свойства пластин, что распрос гранение из­
гибных волн становится невозможным в некото­
ром диапазоне частот. Однако если размеры пла­
стин конечны, приходится также учитывать 
резонансы их изгибных колебаний. В настоящей 
работе рассмотрена модельная задача об изоля­
ции изгибных колебаний пластины конечного

размера, на которую оказывается неравномерное 
по ее поверхности динамическое воздействие. 
Далее сформулируем постановку задачи.

Пусть источником вибрационного воздей­
ствия является плоское основание, по которому 
распространяется поверхностная волна. На осно­
вании через упругий слой установлен защищае­
мый объект — пластина. На практике основанием 
может считаться поверхность грунта, по которой 
распространяются поверхностные волны, или пе­
рекрытие здания, по которому распространяются 
изгибные волны. Как правило, защищаемым объ­
ектом является механизм или конструкция, уста­
новленные на пластине, которые могут оказывать 
влияние на колебания пластины. Но учет этого 
влияния требует дополнительною  рассмотрения 
свойств объекта, что усложняет задачу и не отно­
сится к проблеме виброизоляции. Поэтому защ и­
щаемым объектом будем считать саму пластину. 
Отметим, что снижение вибраций пластины, рас­
положенной на колеблющемся основании, может 
быть обеспечено с помощью цепочки механических 
резонаторов, присоединенных к основанию и раз­
мещенных со стороны падающей волны 16, 7|.

Введем декартову систему координат ху  на по­
верхности основания, по которой распространя­
ется поверхностная волна с вертикальным сме­
щением

'7*ЧМ = л , (1)
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где г|0 -  амплитуда смеш ения, X -  длина полны. 
Прямоугольная пластина со сторонами / вдоль 
оси х  и (I вдоль оси у  присоединена к основанию 
через М  линейных виброизоляторов длиной d 
(пружин), ориентированных вдоль оси у. Пружи­
ны равномерно распределены вдоль оси х , т.е. в 
точках хт=Цт- \ ) / М,  т = 1,2, ...,М  (рис. 1). В 
данной постановке пластина совершает изгибные 
колебания вдоль оси л\ поэтому от размера d  ее 
колебания не зависят. Полагаем, что действие со 
стороны пружин на поверхность основания не 
изменяет его движения, т.е. основание является 
неподатливым по отношению к внешним силам.

Уравнение движения пластины, соединенной 
с пружинами, для смещения Их) может быть за­
писано в виде

-роУИ*) + l)A 2w(x) =

= (Т1(Х"') “  >г(Лт))б(Х -  -О - <2>
т

где р — поверхностная плотность пластины, D -  
ее изгибная жесткость, к,„ — линейная жесткость 
т-и  пружины.

Представим w(x) в виде суммы собственных 
колебаний пластины со свободными краями |8 |:

И -v) = ^Л ,Д „(х). п = 0.1.2,...
П

4о(х) = 1, ^ (х ) = >/3^2у -  lj,

^,(х) = cosja,, у  + 0„) -  Sin (a„ у  + 0„) +

- а , -
+ cos(0„)e ' - s in (0 „ )e  ' при п > 2,

0„ = 2arctg—---------—  при п > 2,
е"" -  costx,,

где а„  — корни уравнения c o s a c h a  = I . Приведем 
несколько первых корней: а 2 = 4.730, а ,  = 7.853, 
а 4 = I 1.00, а ,  = 14.14. Собственные функции ор­
тогональны, т.е.

(3)

(4)

{ k n (x )£ ,A x )d x  = I ’’ п  " .  (5)
/ J [О, п Ф п

Для определения амплитуды моды Л„ подста­
вим (3) в уравнение (2), умножим обе его части на 
£„-(х) и проинтегрируем п о х о тО д о /. В результате 
получаем

X   ̂/> ( ^ )  -  роГ /й„ =
п т (6)

Выражение (6) представляет собой системули- 
нейных уравнений, которая легко может быть ре­
шена при ограничении количества рассматривас-

0  х „ , /

Р и с .  I .  П л а с т и н а  н а  у п р у г о м  с л о е .

мых мод колебаний пластины. Вместе с тем, если 
вес пружины одинаковы, т.е. к,„ -  к для всех /и, то 
при большом количестве пружин М >  1 сумма по 
т в первом слагаемом (6) в силу свойства ортого­
нальности (5) мала при п * п . Пренебрегая соот­
ветствующими слагаемыми в этой сумме, найдем 
амплитуду моды из (6):

/ + Х ^<Х ">
т

(7)

Подставляя (7) в (3), находим колебания пла­
стины. Поскольку смещение пластины изменяется 
вдоль оси х, то для характеристики интенсивности
ее колебаний введем величину W  = max w(x) — мак-

о <*</
сималыюе смещение пластины на ее поверхно­
сти. Виброизоляцию пластины от основания 
определим следующим образом:

V = -2 0  lg IV
(X)

По
Положительному значению V соответствует 
уменьшение амплитуды колебаний пластины по 
отношению к амплитуде колебаний поверхности 
основания, т.е. положительной эффективности 
виброизоляции.

Далее проанализируем эффект виброизоляции 
при различных условиях.

1. Поршневое возбуждение. Пусть длина вол­
ны X, распространяющейся по поверхности, ве­
лика по сравнению с размером пластины X >  /, 
тогда колебание поверхности под пластиной 
близко к поршневому г|(х,„) « г|„. Коэффициенты 
возбуждения А„, п  > 1, малы по сравнению с Ап, 
поскольку числитель в правой части (7) в силу ор­
тогональности собственных функций (5) имеет 
малые значения при п>  1. Таким образом, воз­
буждается только нулевая мода колебаний пла­
стины, и виброизоляция равна

Уо = 20lg|l -G)2/(Oo|, (9)

где oil = В этом предельном случае мы полу- 
Р /

чаем простейшую систему “ масса—пружина” с 
одной степенью свободы, виброизоляция кото­
рой определяется классическим выражением (9).

2. Жесткая пластина. Пусть пластина имеет до- 
статочно большую изгибную жесткость, чтобы
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Р и с . 2 .  З а в и с и м о с т ь  д о п о л н и т е л ь н о й  в и б р о и з о л я ц и и  
о т  в о л н о в о г о  р а з м е р а  п л а с т и н ы  N = I//.  д л я  ж е с т к о й  
п л а с т и н ы .

можно было пренебречь ее изгибными колебани­
ями. Если I) -»  оо, то из (7) находим 

I
2 ' 

®0^  — I /М т 1 -со /

— 117
М  1 - ю / 1(0„

(Ю)

Лп = 0 при п > 2.
При большом количестве резонаторов суммы по 

т  в (10) можно заменить интегрированием, что дает

I еы н  -  1- 2 > U J  = По-

М

М  ............... 2л iN
т

/  7wi,

=  По
f eMN + 1 е ы "  -1  

2 r /V 2

(П )

2niN
т

где /V = / Д  — волновой размер пластины, т.е. ко­
личество длин поверхностной волны на длине 
пластины.

Виброизоляция пластины может быть пред­
ставлена в виде

V = Vn + AV, (12)
где A V  зависит только от длины поверхностной 
волны и может быть названа дополнительной 
виброизоляцией, поскольку характеризует изме­
нение виброизоляции относительно V0 для про­
стейшей системы.

Неравномерное воздействие на пластину со 
стороны колеблющейся поверхности приводит, с 
одной стороны, к уменьшению средней силы, 
действующей на пластину, и уменьшению ампли­
туды нулевой моды, с другой стороны, кроме ну­
левой моды возбуждается первая мода. Зависи­
мость A V  от длины поверхностной волны пред­
ставлена на рис. 2. При к > I виброизоляция 
несколько ниже К0, т.е. в длинноволновом случае 
наблюдается небольшое снижение виброизоли-

руюшего эффекта относительно простейшей мо­
дели. Если длина волны м еньш е/, т.е. /V > I, то до­
полнительная виброизоляция положительна и 
растет с уменьшением длины волны.

Отметим, что приближение ( I I )  неприменимо 
для случая, когда на расстоянии между соседними 
резонаторами, равном 1/М , укладывается целое 
количество длин поверхностной волны к. Дей­
ствительно, в этом случае все пружины возбужда­
ются поверхностью основания синфазно, и

- n o .  ^X„,n(*m£i(-*m) = ° . и допол­
нительная виброизоляция А И равна нулю.

3. Изоляция отдельной моды. При равномер­
ном расположении пружин вдоль оси х, т.е. в точ­
ках хт, колебания основания возбуждают все мо­
ды изгибных колебаний пластины. Для изоляции 
некоторой выбранной моды с номером // > 0 до­
статочно расположить пружины в узлах этой мо­
ды, т.е. в точках, для которых 4„(х) = 0. Поставляя 
последнее выражение в (6), находим, что Ап = 0. 
При этом количество пружин не может превы­
шать количество узлов изолируемой моды, т.е. п.

4. Виброизоляция на резонансах изгибных 
колебаний. Заменим суммирование в знаменате­
ле (7) интегрированием V  Е2(х_) = М. Резонанс-
ные частоты изгибных колебаний пластины мо­
гут быть найдены из (7):

to2 = 0)o(l+ ка*), (13)

где к = ——г. Тогда амплитуды мод могут быть
к Ml*

представлены в виде

An = Fn- ^ ,  (14)
со;-со-

(15)м т
Введем безразмерный параметр /„  = Fjr\„ и 

назовем его коэффициентом возбуждения моды, 
поскольку он количественно характеризует влия­
ние поверхностной волны на амплитуду моды.

Заменим в (15) суммирование интегрировани­
ем и найдем коэффициент возбуждения моды:

/„ = \ e UIN% (xl)dx. (16)
о

На рис. За представлена зависимость модуля 
коэффициента возбуждения от волнового разме­
ра пластины N  для первых шести мод. Коэффи­
циент возбуждения нулевой моды имеет наиболь­
шие значения при A' <g 1 и уменьшается с увеличе­
нием длины поверхностной волны. Коэффициент 
возбуждения ненулевых мод имеет максимальное
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Р и с .  3 .  К о э ф ф и ц и е н т ы  в о з б у ж д е н и я  м о д  ( а )  и  в и б р о и з о л я ц и я  п л а с т и н ы  н а  р е з о н а н с н о й  ч а с т о т е  ( б )  в  з а в и с и м о с т и  о т  
в о л н о в о г о  р а з м е р а  п л а с т и н ы .  Р я д о м  с  к р и в ы м и  у к а з а н  н о м е р  м о д ы .

значение при N и уменьшается с даль­

нейшим увеличением N. При этом коэффициен­
ты возбуждения нечетных (пунктирные линии на 
рис. 3) и четных (сплошные линии) мод при 
N > n  имеют близкие значения.

Вторым фактором, определяющим амплитуды 
мод на резонансных частотах, являются потери в 
пластине и в пружинах. Пренебрегая потерями в 
пластине, введем комплексную жесткость пру­
жин, т.е. заменим к  на Л(1 -  /б), где 5 — коэф фици­
ент потерь. Обоснованность этого способа учета 
потерь проанализирована в [9|. На резонансной 
частоте со,,, определяемой (14), амплитуда моды 
имеет вид

А „  =  П о /„ Ц ^ . (17)
-/б

Поскольку на резонансной частоте со„ другими 
модами можно пренебречь, то из (3), (8) и (17) 
находим виброизоляцию на резонансной час­
тоте со,,:

V = -2 0  lg \ / п Ш
VI + б2> (18)

Как правило, в виброизолирующих системах 
б <§ I, для этого случая из (18) получаем условие 
положительной виброизоляции на резонансной 
частоте:

5 > |/„ U 0 )|. (19)
На рис. 36 продемонстрирована виброизоля­

ция (18) на резонансной частоте в зависимости от 
/Удля мод п = 0 и п = 5 при коэффициенте потерь 
б = 0.2. Виброизоляция нулевой моды отрица­
тельна при N < \, т.е. X > /; если длина поверхност­
ной волны меньше длины пластины, то виброизо­
ляция положительна даже на резонансе. Для моды

« = 5 в длинноволновом случае ( N < 1) виброизоля­
ция положительна, область отрицательной вибро­
изоляции задается условием 1.4 < /V <6.1 .

Таким образом, провал виброизоляции, кото­
рый в простейшей системе, описываемой (9), имеет
место на частотах м < л/2оо(). при неравномерном 
воздействии зависит от длины поверхностной 
волны.

5. Расчетный пример. Пусть изгибная жест­
кость пластины такова, что первая резонансная 
частота изгибных колебаний вдвое больше нуле­
вой, т.е. со3 = 2(о0. Остальные частоты определя­
ются выражением (13). Коэффициент потерь пла­
стины равен 6 = 0.2. Найдем виброизоляцию пла­
стины (8) в зависимости от частоты для разных 
значений N. На рис. 4 представлен результат рас­
чета, жирная линия на обоих графиках — расчет­
ная виброизоляция (9) классической системы 
“ масса—пружина”. На рис. 4а представлены кри­
вые для полуцелых значений N , при которых ко­
эффициент возбуждения нулевой моды \ / \  мак­
симален (см. рис. За), а па рис. 46 — для целых 
значений N , для которых коэффициент возбуж­
дения нулевой моды имеет минимальное значе­
ние. Приведенный пример демонстрирует, что, 
во-первых, при N  > I в низкочастотном диапазо­
не виброизоляция выше, чем в простейшей моде­
ли, а во-вторых, при N > 3.5 виброизоляция по­
ложительна вплоть до первой резонансной часто­
ты изгибных колебаний со,. В высокочастотной 
области ш > оъ виброизоляция может быть как вы­
ше, гак и ниже классической — это зависит от длины 
волны, но наблюдается рост виброизоляции с часто­
той (за исключением резонансов), сопоставимый с 
ростом классической модели — 12 дБ на октаву.
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Итак, в настоящей работе проанализировано 
влияние неравномерного вибрационного воздей­
ствия на эффективность изоляции колебаний 
пластины конечного размера, отделенной от виб- 
роактивного основания системой пружин. Пока­
зано, что при неравномерном воздействии сред­
няя сила, действующая на пластину, уменьшает­
ся, но возбуждаются ненулевые моды колебаний 
пластины. Эго приводит к тому, что на низких ча­
стотах виброизоляция уменьшается в длинновол­
новом случае, но если длина поверхностной вол­
ны меньше размера пластины, то виброизоляция 
увеличивается. На резонансах изгибных колеба­
ний виброизоляция существенно снижается, но 
отрицательная виброизоляция наблюдается толь­
ко в ограниченном диапазоне длин волн, распро­
страняющихся по поверхности основания.
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