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Введены матричные функции Грина для линеаризованной системы уравнений гидродинамики. 
Установлены связи между запаздывающей и опережающей функциями Грина, между функциями 
Грина прямого и сопряженного операторов системы уравнений гидродинамики. Получено выраже­
ние для принципа взаимности и соотношение типа уравнения Марченко. Разработанный матема­
тический аппарат применен к анализу рассеяния на квазиточечной рефракционно-плотностной 
неоднородности среды. При этом получены ограничения на фазу и амплитуду коэффициентов рас­
сеяния такой неоднородности. Существование максимально возможной амплитуды рассеянного 
поля необходимо учитывать при проектировании мегаматериалов, состоящих из отдельных эле­
ментов малого волнового размера, в том числе с резонансными свойствами.
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В В Е Д Е Н И Е

Дважды отрицательные акустические среды 
ха ра ктс р и зу юте я од но вре ме н н о отри i ia тел ьн ы м и 
эффе к г и вн ы м и динамическими параметра м и: 
плотностью среды р и сжимаемостью г|. На прак­
тике такие среды реализованы 11 —31 в виде мета­
сред, состоящих из отдельных элементов, кото­
рые имеют в определенной полосе частот резо­
нансы, создающие рассеянное поле дипольного и 
монопольного типа. При этом, чтобы характери­
зовать среду эффективными параметрами, г.е. 
рассматривать ее как сплошную, каждый подоб­
ный резонатор доджей, с одной стороны, иметь 
малый размер по сравнению с длиной волны в ме­
гасреде. С другой стороны, вклад рассеянного по­
ля резонатора должен быть существенен, чтобы 
эффективные параметры среды могли стать отри­
цательными. В связи с этим возникает вопрос о 
наличии принципиальных ограничений на ам­
плитуду этого поля.

Рассеянное поле порождается вторичными ис­
точниками, равными, по определению, произведе­
нию функции рассеивателя и полного волнового 
поля в каждой точке расположения рассеивателя. 
Пусть рассеяние происходит на неоднородности 
малого волнового размера, вызванной отличием
с ко р о с ти  звука  с(г )  =  | / ,/p(7.)T|(z) (где  z — р а д и ус-ве к­
т о р  т о ч к и  пространства ) о т  зн а ч е н и я  с,, в о д н о р о д ­

ной среде. Известно |4|, что при этом возникает 
вторичный источник монопольного типа, амплиту­
да и фаза которого связаны между собой, а характе­
ризующий данный вторичный источник коэффи­
циент рассеяния ограничен по модулю. Такая 
связь является весьма общей вне зависимости от 
конкретной физической природы неоднородно­
сти с малым волновым размером (квазиточечной 
неоднородности). Например, в |5| было установ­
лено ее наличие при рассеянии волны на газовом 
пузырьке, причем учет поверхностного натяже­
ния приводит к изменению характеристик про­
цесса рассеяния, но не нарушает этой связи. В |6| 
импедансным методом показано, что максималь­
но возможная рассеиваемая объектом заданной 
формы мощность не может превышать более чем 
в четыре раза максимально возможную мощ­
ность, которая поглощается другим объектом та­
кой же формы и размера.

Вторичный источник дипольного типа может 
возникнуть, если среда содержит неоднородность 
плотности. В представляемой работе результаты 
14 1 обобщаются на случай квазиточечной неодно­
родности нс только по скорости звука с(г), но и 
одновременно по плотности p(z). Такая неодно­
родность может порождать вторичный источник 
смешанного монопольно-дипольного типа. Для 
анализа подобных ситуаций представляется более 
удобным использовать подход |7| к  решению пря-
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мой задачи рассеяния на основе уравнений типа 
уравнений Липпмапа- Швингера, записываемых 
для системы уравнений гидродинамики, а не на 
основе дифференциальных уравнений второго 
порядка. Этот подход позволяет избежать слож­
ностей. связанных с появлением членов, содер­
жащих градиенты волновых полей и плотности 
среды 18 1. Подобные сложности особенно суще­
ственны в тех случаях, когда в рассматриваемой 
неоднородной среде имеются границы и прихо­
дится иметь дело с обобщенными функциями.

Жесткая связь между фазой и амплитудой по­
ля, рассеянного неоднородностью, близкой к  то­
чечной, свидетельствует о необходимости мате­
матически описывать этот процесс с точки зре­
ния многократного перерассеяния, что будет 
обсуждаться в настоящей работе. Это может быть 
сделано с помощью функции Грина, рассматрива­
емой при близких значениях двух ее простран­
ственных аргументов. В двумерном и трехмерном 
случаях при стремлении разности аргументов к ну­
лю функция Грина (а значит, и роль перерассея- 
ний) неограниченно возрастает внугри квазито- 
чечной неоднородности. Следовательно, квазито- 
чечный рассеиватель всегда является сильным 
рассеивателем, т.е. полное акустическое ноле внут­
ри него существенно отличается от падающего 
поля.

Ограничение, накладываемое на максимально 
возможную амплитуду поля, рассеянного квази- 
гочечной неоднородностью, играет роль при вы­
боре конструкции проектируемых мета материа­
лов. В частности, расстояние между отдельными 
элементами метаматериала не должно быть 
слишком большим. В противном случае рассеи­
ваемое ими поле может быть внутри метаматери­
ала много меньше падающего поля.

М АТРИЧНЫ Е Ф У Н К Ц И И  ГРИ НА СИСТЕМ Ы  
УРАВНЕНИЙ ГИ Д Р О Д И Н А М И КИ  

И ИХ ВЗАИМОСВЯЗЬ
Рассматривается геометрия задачи, аналогичная 

изложенной в |4|. Внугри однородного и изотроп­
ного просгранства с плотностью р„ и сжимаемостью
По = l/(p (lCo) расположена область конечных раз­
меров, где соответствующие параметры р и г| явля­
ются неоднородными. Предполагается, что погло­
щение в среде отсутствует. Область М окружена дву­
мя замкнутыми гладкими выпуклыми 
поверхностями 9? и “У (вдвумерном случае — когггу- 
рамн), на которых располагаются точечные излуча­
тели и приемники соответственно. Для определен­
ности, но без ограничения общности, предполага­
ется, что поверхность Ж лежит целиком Biiyipn 
областгг У ,h ограниченной поверхностью °У.

В монохроматическом случае при временной 
зависимости полей — ехр(—/о»/) рассматриваются

( 2 )

запаздывающее (обозначается верхним индексом 
“ + ") , и опережающее (обозначается верхним ин­
дексом " )  поля колебательной скорости v* и дав­
ления/А Для каждой из этих волновых переменных 
С' (у) справедливо условие излучения Зоммерфельда 
19, с. 438-439], а для переменных ^  (у) — комплекс­
но сопряженное условие при у = |у| -» со:

^  + /* ,£ " = 0 (У й- ,,/2).(1 )
су ду

Здесь А„ = аь/роНо — волновое число в фоновой 
среде, I) — размерность задачи.

Поля v1 и р ' создаются скалярной ф'б(х) гг век­
торной Г Й(х) функциями; значения ф' и Г  не за­
висят от координат. Тогда система уравнений гид­
родинамики имеет вид

{-/<op(z)v (Z.X) +  V ,/7  (z .x ) =  f  6<z -  x ),

V ,v 1 (z. x) -  кЩ г)р  ' (z, x) = ф ’ 5(z -  x).
Надо обратить внимание, что в (2) предполагает­
ся временная зависимость —ехр(—/со/) как для за­
паздывающих, так и для опережающих полей. 
Правые части каждого из уравнений (2) в даль­
нейшем будуг называться соответственно скаляр­
ными и векторными точечными первичными ис­
точниками поля, расположенными в точке х е Ж. 
Опережающее поле, в отличие от запаздывающе­
го, не является физически реализуемым, по­
скольку нарушает принцип причинности. Опере­
жающее поле описывает волну, появляющуюся на 
бесконечности, сходящуюся к источнику и пред­
шествующую этому источнику по времени, что и 
означает “ опережение” . Поток энергии при этом 
направлен из бесконечности к источнику поля. 
Опережающее поле как математический объект 
вводится гг используется при решении ряда об­
ратных задач. В качестве элемента математиче­
ско ю  аппарата оно используется гг в настоящей 
работе.

Пусть орты осей декартовой системы коорди­
нат задаются единичными векторами е(", е|2) и е|!| 
(в двумерном случае орт е|,) не рассматривается). 
Вводятся матрицы

с т ,  -

0
0 0 е 0 )

0 0 0 е <2>

0 0 0 е <3)

> е п > е <2> 0

'  0 0 0
е ( |> 1 0 0 0 '

0 0 0 е<2, 0 1 0 0
о ,  =

0 0 0 е<з»
, С7, =

0 0 1 0

. - е в , -е< 2 . ~ * 0 ) » v < > 0 0 -1

Обозначения о  и индексы 1—3 введены здесь из- 
за некоторой схожести вида этих матрице матри-
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цами Паули. Кроме того, будут использоваться, в 
обозначениях Дирака, вектор-столбцы полевых 
переменных \и ‘ ) и первичных источников поля

1  ̂
v<l) 7 ,п '

V <2)

: 1 г 1) - г; ] . /<2,

v O ) A m

у 1ф

Здесь v = e(l)v(l) + c(2,v(2) +  e(„ v (3) и f  =  e(l)/ (l) + 
+  е(2,У|2) +  e(!)y j„ . Вводя оператор

'-/<o p(z) 0 0 d/dzw  '
- О -/cop (z) 0 d/dza ,

О 0 -icop(z) d/dZtf)
, d/dzn) д/d z ,2) d/dz0) -к оЩ г),

где z = {г(|), Zq» г (3,} » декартовой системе коорди­
нат, систему уравнений (2) можно переписать в 
более компактной матричной форме:

^(z)|w±(z,x)) = | f i >6(z-x). (3)

Оператору A(z) соответствует сопряженный 110,
с. 805, 8061 оператор

' - / 0)p(z) 0 0 - d / d z ^ '

д  =  0 *>P(z) 0 - d / d z u )

О 0 -ко  p(z) -d /d zo )

y- d / d z (l) ~ d /d za) - d / d z a  -/<»r|(z),

Ф акт сопряженности операторов /!(/.) и A(z) мож­
но проверить непосредственно: для произволь­
ных полей |м|) и |м2) выполнено

( И | |Д ( г ) |ы 2)  - ( w2 |/4 (z ) | m , )  =

= V(v,(z)p2(z) + /j|(z)v2(z)) = V((«, |ct, |e2)). 

Операторы A(z) и А(г) связаны соотношением

А(г) = -А *( z), (4)
где символ “ * ”  означает комплексное сопряжение.

Решение системы уравнений (3) записывается 
как

m 1(z , x )) =  ^ ^ ( z . z ' ) |  /, ^>6(г' — xk /z ' s C ; '( z , x ) | / r 1) ,

|n1(z,x)) = ^ i (z ,x ) |f i ). (5)

Здесь G (z. x) — запаздывающая и опережающая 
матричные функции Грина неоднородной среды, 
которые удовлетворяют уравнению

А ( г ) д ' ( г , \ )  =  £6(z  -  х ) , (6 )

где Е  — единичный оператор. Аналогично вво­
дятся запаздывающая и опережающая матричные

функции Грина С (z,r) для сопряженного опера­
тора А(z), удовлетворяющие уравнению

A W  U ,г) = Щ г - г ) .  (7)

Важно, что функции G (z, г) и G (z.r) удовлетворя­
ют, соответственно, тем же самым условиям излу­
чения Зоммерфельда, что и функции G '(z.x) и 

G (z.x) при Izl -> «>.
Для дальнейших рассуждений необходимо пока­

зать, что функции Грина G (z.x) и O' (z.r) являются 
симметричными матрицами. Пусть внутри произ­
вольной области ^  среды равномерно распределе­
ны первичные источники с плотностью, равной в 
одном случае | <1>,), а вдругом -  |Ф 2). По аналогии с
(3) им соответствуют поля |(У,(г)) и | t /2(z)), где

A(z)\Uu W ) =  |Ф|,2) при z е л, (8)

причем |r / ,2(z)) =  £  6 * (z,z')|Ф| 2(z’))</z', z' e To-

гда следующий интеграл, в котором участвуют 
матричные элементы функций Грина, будет равен 
нулю:

| [ ( Ф 21G (z. z')|Ф ,) -  (Ф, | 6  (z. г-)|Ф 2) ]  dz =

5
= {Ф 2| J"o (z,z')|Ф |)г/г' — ̂ Ф(| J"6**(z.z')|Ф 2) dz' = (9)

3 ^
= (Ф 2|Г /,(2 ))-(Ф | | е д )  =

= ( t/2(z)| A(z)\Ut(zj) -  (Ut(z)\ /4(z)|t/2(z)) = 0,

что обусловлено симметрией оператора A(z). При 
этом в выражениях (Ф ,2| =  (Uu (z)|/((z), которые 
являются транспонированными выражениями
(8) и используются в (9), действие матричных эле­
ментов оператора А(z). содержащих производ­
ную, сводится именно к  диф(|)еренцированию. а 
не к умножению. Поскольку область л выбирает­
ся произвольно, подынтегральное выражение в 
самом левом интеграле в (9) равно нулю, т.е.

(Ф , | G -(z. z )  | Ф ,) = («I», I G \z , z') | Ф 2) . (10)

Пусть теперь все элементы вектор-столбцов | Ф,) 
и |Ф 2) являются нулевыми, кроме соответственно 
/-го  и у-го, которые равны I. Тогда выражение 
(Ф , |б' (z,z ) |Ф 2̂  = ( c i (z,z,))(> определяет ] - й мат­
ричный элемент функции Грина; аналогично 
(<1>21G1 (z,z’)|Ф ,) =  (6 '(z ,z )) i r  Равенство (10) ее 
диагонально симметричных матричных элемен­
тов означает симметрию функции Грина. Анало­
гично показывается симметричность матричных 
функций Гринаб (z,r) сопряженною оператора.
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Применение операции комплексного сопря­
жения к  уравнению (6) и сравнение полученного 
выражения с (7) при г = х лает, с учетом (4),

{(7 '(г,х )Г  = -6 ’ *(z,x). (И )
Изменение верхних индексов “ ± ”  на в правой 
части ( I I )  обусловлено необходимостью согласо­
вания условий излучения на бесконечности (I) , по­
скольку операция комплексного сопряжения пере­
водит одно из них в другое. Разность уравнения (6), 
предварительно умноженною справа на вектор-
столбец источников| 1), а слева -  на ( р 1 |6- i(z, г), и 
уравнения (7), умноженного справа на вектор-
столбец источников | /•- ) , а слева — на ( f 1 \G (z.x), 
имеет вид

(р * 16 '’ (z. т)ЛШ', ‘ (z. х)| /г±) -

-  (/■•±|6 ',(z .x )/i(zK ';'(z ,r)|^ ) = (12)

= ( р 11G ‘ (z, г) | /г±) 6(z -  х) -  ( f *  | G '(z, x) | p *)  6(z — r). 
С учетом ( I I )  левая часть выражения (12) записы­
вается как V((£f±(z, r ) |a i|« i (z,x))), где

|/r(z .x)) =
1 v ’(z.x) 

р ’Л Z.X)
= Gl (z,x)\ р 1)

и

| //' (z, г)) =
V ( z , r )

= (7"(z.r)| р 1) = - {б ’ -(г,г)! I / 1).
\Р  (z,r),

Тогда интегрирование выражения (12) по пере­
менной z внутри области Vf) с применением тео­
ремы Гаусса, а также с учетом независимости | /г1) 
и | р г) от координат, приводит к  уравнению

(F 1 \G '(х ,г)| F ±) -  (f ±\G 1 (г .x)| f*-) =

=  $ n > { u ± ( y , r ) \ b i \ u ±( y , x ) ) d y -  y e %  r e V ! h ( l3)

где n, — вектор внешней нормали к поверхности 
в точке у. Пусть поверхность д) выбрана в виде 

окружности (при размерности задачи D = 2) или 
сферы (при 0  = 3)  радиуса у = |у| —> со. В правой 
части (13), с учетом того, что р(у) = р0 при у —> со, 
можно осуществить переход к описанию полей 
| // ‘ (у. х)) и | (7 ‘ (у. г)) через скалярные потенциалы 
ф’ (у.х) и ф (у, г):

П> (м±(у,Г)|о | ||/±(у, X)) =

= n, [/> (y.x)v*(y.r) + /r(y .r)v ‘(y.x)] = (14)

= 'Оро Ф (у.г)7 -ф '(у.х)-ф  (у.х)^-ф^(у.г)
8У ду

где р  (у.х) =  /а>р0ф‘ (у,х), v (у.х) =  V v(p' (у.х), 

/У(у,г) =  /сорофЧу.Г), V (у.г) =  - V j-ф (у.г). Потен­

циалы ф (у.х) и ф (у,г) удовлетворяют условиям

излучения Зоммерфельда ( I )  и при у -> со имеют 
соответствующие этим условиям асимптотики

„ ф З , . г ,  = ф З а . г ) Щ ^  + 0(у ' » ) ,

где (х — совокупность угловых переменных радиус - 
вектора у в полярной или сферической системе 
координат. С учетом этого выражение (14) ока­
зывается равным о(у )• а значит, интеграл в ( 13) 
равен 0.

Далее, во-первых, соотношение (13) справедли­
во при произвольных вектор-столбцах источников, 
а во-вторых, имеет место симметрия (относитель­
но диагонали) функций Грина, за счет чего спра­
ведливо (10) и, в частности, ( / г - |о  ( г .х ) |/ '1) =
=  (р 11G (г,х )| /г1). Это приводит к теореме взаим­
ности для матричных функций Грина в виде

6'“(х.г) = С (г ,х ) . (15)
Кроме того, из ( I I )  при z = г, с учетом ( 15), полу­
чается теорема взаимности, не включающая мат­
ричные функции Грина сопряженного оператора:

( 7 ' ( г . х )  =  - { ( 7 ; ( х . г ) Г -  (16)
Результат действия присутствующей в (16) 

операции (-1) • !•! * на скалярную и векторную ча­
сти функции Грина оказывается разным. Это 
можно проиллюстрировать на примере матрич­
ной функции Грина однородной среды G,], явный 
вид которой известен. Так, например, в двумер­
ном (размерность I) = 2) случае она представля­
ется как

где

± ± ± 
5|,0=2 5 4 ,0  2 У 1./>=2

Go.d ’(z, х) -  -  
4

i  г ±
54.0=2 52.0=2 У2.0=2 • 

± ± 1
У 1.0=2 72.0=2 53 0= 2 ,

(17)

//,

51.0=2 = - а>г1о X

xU(l, J U(2) ~*(2)) ~U (I) ~5(|))

l z - x l2 ■̂'(1 lz — хГ

У 1.0=2 =  i i k 0H I ^ (1—  Л" ‘ * ,  52.0=2 = ± « П о  х  
lz -  xl

I I i  (<Ч2) ~ XQ)) + ( я 1 ) ~ Х ( | , )  - ( г , 2 )  ~ X (2 l) Ц I

I z - x l2 Aolz- х Г  'J

У2,0=2 =  ИкцНj —® 5X0=2 -  —0)р()//о ,

5 4 .0  2 -  *w r l<>

lz - x l

U(l> “ ■*<!))(<:,2) --X(2)) „1/ / , .
lz -  xl
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(а)

f;+(z.x) v+(z, х)

• )  ) ) ->

Случай запаздывающей G ' (z, х) (а) и опережающей

Cl (x.z) (б) функций Грина. Толстой стрелкой обозна­
чено направление колебательной скорости, совпада­
ющее с направлением распространения волны. Ис­
точник поля отмечен звездочкой и находится в точке 
х (а) и в точке /. (б).

Здесь г = (г(|>;Z,2>) и х = (jc,,,;дс(2)) — точки располо­
жения приемника и излучателя. Для функций Хан- 
келя первого и второго рода j - го порядка (у = 0.1,2) 
используются обозначения / / '  =  =  Н \и(к0\г -  х|) и

Н j  =  H 'j2>(k 0 \z -  xl) соответственно. Надо отметить, 
что в 171 при написании конкретного вида выра­
жения для б’,,’ ,, 2 допущены неточности, хотя чис­
ленное моделирование выполнялось в [7| с ис­

пользованием правильного выражения для (z0/b2-

Поскольку I I *  = ( / / ,  )*, для элементов матрич­

ных функций (Уд выполнено

g* = -(g  )* и у* = ( у Т -  (IX)

Из (17) и (18) видно, что действие на матричную 
функцию Грина операции (-1)- !•}*  сводится к то­
му, что, помимо изменения рода функций Хенке­
ля, в ее правом столбце меняет знак самый ниж ­
ний элемент. В то же время, в остальных столбцах 
меняют знаки все элементы, кроме самых ниж­
них. Следует отметить, что акустическое поле |м') 
получается действием матричной функции Грина 
на вектор-столбец источников. Если источник 
скалярный, т.е. представлен вектор-столбцом

, то создаваемое им акустическое поле опреде-
v<tv
ляется самым правым столбцом матричной ф унк­
ции Грина. При этом действие операции (-1) • !•! * 
приводит к изменению знака акустического давле­
ния, а колебательная скорость остается прежней:

—v = —(v ' )*, р = - i p * T -  Если источник вектор­

ный, т.е. имеет вид то ситуация обратная: дан­

ная операция меняет знак колебательной скорости, 
но не акустического давления. Временная зависи­
мость нолей ~ехр(-/оз/) опережающей и запаздыва­
ющей функций Грина одинакова. Поэтому измене­
ние знака акустического давления при неизменной 
колебательной скорости означает, что расходящая­
ся на бесконечности волна (запаздывающее поле, 
рис. 1а) переходит в сходящуюся (опережающее по­
ле, рис. 16), а источник и приемник поля меняются 
местами. Именно это отражено в формуле (16).

В случае классических функций Грина G (z.x) 
для потенциала колебательных скоростей ф‘ имеет

место связь G (z,x) =  [(; (z ,x )f вместо (16). Напри­
мер, для однородной среды в двумерном случае

Со (z, х) =  — —  g f  д-2, а само поле потенциала ф (z,/) 
сор,, "

связано с полем акустического давления р (z,/) как 

р '(z,t) =  - р 0дф '(г,/)/д / при произвольной вре­

менной зависимости полей и как / ; '(z) = /о)р0ф (z) 

при монохроматической зависимости р U J) =  

=  //(z )e x p (- /o /) , ф (z,/) =  ф±(г)ехр(-/со/). Это со­

гласуется с соотношениями ф‘ (г) =  {ф (z)}*, 

P*U) =  - { p  (Z) f  ■

Ф акт однородности среды приводит к  тому, 
что классические функции Грина для потенциала 
колебательных скоростей зависят только от рас­

стояния между точками z и х: Cn (z,x) =  G’0'(|z -  xl)- 
в го время как матричные функции Грина зависят
от вектора разности z -  х: G'0(z.x) =  С« (z -  х). Ф и ­
зический смысл такого их поведения обусловлен 
тем, что направление распространения волны 
связано с вектором колебательной скорости, ко ­
торый может быть получен действием именно 
матричной функции Грина на вектор-столбец ис­
точников. Действие же на источники функции 
Грина для потенциала дает скалярный потенциал 
колебательной скорости, знак которого не зави­
сит от направления распространения волны.

Для дальнейших рассуждений необходимо 
установить связь, которая существует между опе­
режающей и запаздывающей матричными ф унк­

циями Грина G неоднородной среды. Для ф унк­
ций Грина однородной среды Со,)=2 на основе (17) 
и (18) можно показать, что
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4 .о=2< *х) — ~ 4

M o J *

“ U i iw ) *  “ U l iw ) *  (у2.0=2)

( у К0=2) * (У з о = гГ  - ( я { о - з ) :

*  X*
-£ | . 0=2 ~8a,I)=2 У 1.0=2

_ 1
4 -£■».«=2 “ f 2 .0-2 У 2.0=2 = - ^ з { 4 о=2(2-х )Г

У 1.0=2 У 2.0=2 ~ 8 x i>=2

и л  и ( 'o . / ) - j( z - Z " ) --------<5у { 4 , ) =i( z ,  z " ) ] *  а , п р и  п р о и 3

вольных z н z". Вид функций Грина (17) нс изме­
нится в случае произвольных аргументов (z, z"). 
Для случая произвольной размерности выполне­
но аналогичное соотношение:

* .
C„(z,z") = - а ,  {Со (z,z")} о,. (19)

Надо обратить внимание, что матричные функции 
Грина имеют один и тот же порядок аргументов 
(z. х) в обеих частях выражения (19). Ф ункции Гри­
на неоднородной среды для произвольных точек z, 
z" являются решениями уравнений типа -Питтма­
на—Швингера:

6’1(z,z") = C,|(z,z")+ |б'о (z.г')Л|(г’)6‘ ' (z’.z'Vz'. (20)
:Н

Здесь оператор A\(z") = А„(г') -  А(х') является ана­
логом функции рассеивателя, а оператор

'  -нор» 0 0 - d / d z ^ '
0 -иор„ 0 -d/dza,
0 0 —нор» -d / d z o ,

-d/dz(,t -d/dz{2) - d / d z 0) -н о n (l ,
характеризует волновой процесс в однородной 
фоновой среде, совпадая с оператором А(г) при 
z г )){. Тогда

-/о)(р0 -  p(z))

A,(z) =
О
О
О

о
—/со(р„ — p(z)) 

О
о

о о
о о

—/0)(р„ — P (z ))  О

О —/о>(г)„ -  i)(z)),

( 21)

Явный вид А | и а , позволяет записа ть ряд соотно­
шений:

А* = -И ,; А| =  а 3/4,о3; а,ст, = /:'. (22)

Тогда из (20) путем замены верхних индексов “ ± ”  
на комплексного сопряжения получаемого 
выражения, умножения его на ст; слева и справа, 
а также учета (19) и (22), следует выражение

-£.i {</"(z. z")} о , = 4 1 (z. z") +

+ j " 4 ( z-Z,M|(z')(_CT1 {<yT(z',z")}* CT3)^z '; 2"«JH.<23)

Оно представляет собой уравнение Липпмана—

Швингера относительно величины - о 3 {(7 ' (z.z")i ст3 
и по внешнему виду совпадает с уравнением (20), 
рассматриваемым относительно ГУ (/.,/."). Един­
ственность решения каждого из уравнений (20) и 
(23) относительно упомянутых величин приводит к 
связи между функциями Грина неоднородной сре­
ды, обобщающей связь (19):

(> (z.z") = —ст3 {4 ( г . г " ) Г  СЦ- (24)
Система полученных уравнений (15), (16), (24) 

определяет связь между запаздывающими и опе­

режающими матричными функциями Грина, их 
преобразование при изменении порядка аргумен­
тов и при переходе к сопряженному оператору 
А(г). Это дает возможность с помощью одной из­
вестной функции Грина получить все остальные. 
Чтобы наложить дополнительные ограничения на 
вид этих функций, нужно привлечь дополнитель­
ные соображения. А именно, пусть имеется запаз­
дывающее поле излучателя, находящегося в точке 
х е Ж, а также имеется опережающее поле излучате­
ля, находящегося в точке г е 9(. Тогда акустические 
поля давления и колебательной скорости в каждом 
случае описываются системой (2):

l-/(op(z)v '(z .x) + V ,/ / ( z .x )  = f * 8(z -  х). (25а)

| v /v*(z,x)-/G)r|(z)/»+(z,x) = ф <3<z -  х); (256)

(-Kop(z)v (z,r) + V ,/2 (z,г) — f  c5(z-r), (25b)

[v ,v  (z, r) -  /и r|(z)/2 (z, r) =  4>“S(z -  r). (25r)

Если умножить уравнения (25a)—(25г) соответ­
ственно на v (z,r) ,р  (z ,r) ,-v  (z.x) и - / / ( z ,x )  и сло­
жить все вместе полученные выражения, то все
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члены, которые явно содержат параметры среды 
p(z) и r|(z), взаимно уничтожаются:

(26)

v (z, r)V t p (z, x) + /. (z, r)V /v*(z, x) —

-  v'(z.\)V ,p  (z,r )  — p*(z,x)V f \  (z,r) =

= v (z.r)f *S(z -  x) + р (z, г)ф+6(г -  x) -

-  v‘(z,x)f 6(z -  r) -  //(г.х)ф  6<z -  r).
Уравнения (256) и (25г) позволяют выразить 
функции дивергенции колебательных скоростей:

V ,v ‘ (z.x) = ф 'б (г-х ) + /сог)<г)/Лг.х), ^ 7>

V,v (Z , г) =  ф 6(z -  Г) +  1 М Ц ( 7 . ) Р  (Z , г).
Тогда левую часть (26) можно преобразовать сле­
дующим образом:

v (z,r)V ,/;‘ (z,x) + /; (z,r)V,v*(z,x) -

-  v ' (z.х)У ,р  (z, г) -  р '(z. x)Vzv (z, г) =

= v (z,r)Vzp+(z,x) + p (z, г)ф’б(г -  x) +

+ i(orp.)p'(z,x)p  ( z . r ) - \ '(z .x )V ,p  (z,r) —

-  //(г,х)ф  6(z -  г) -  /(oi](z)/; (z. x)p (z.r) =

= v (z,r)V,/T(z,x) + p (г,г)ф'б(г -  x ) -

-  v '(z .x)V ,p  (z,r) — p*(z,х)ф S(z -  r) +

+ [ p ’ (z.x)V,v ( z , r ) - / ( z , x ) V zv (z.r)] +

+ [/»” (z, r)V ,v ’ (z. x) -  /T(z. r)V,v*(z. x )] = 8

=  V (z,r)V,/>*(z,x) +  //(z ,x )V zv (z ,r ) -

-  v ‘ (z, x)V,/T(z, r) -  /T(z, r)V,v*(z, x) -

-  p ' (z,x)Vzv (z.r)+/> (z.r)V,v'(z.x) +

+ p (г,г)ф’б(г -  x) -  р'(г,х)ф 6(z -  г) =

= V z{v (z,r)p ' (z,x) — p ( z , r ) \  (z,x)} -

-  p ‘ (z, x)V,v (z, r) + p (z. r)V,v *(z, x) +

+ p (г.г)ф б(г -  x) -  p'(7.,x)<|> S(z -  r) =

= v ,.{v (г,т)р\г.х)~ p (z.r)v' (z.x)}

2//(г,х)ф 6(z -  r) + 2p (г,г)ф’6(г -  x).

Здесь при выполнении последнего преобразова­
ния снова применялись выражения (27). Прирав­
нивание полученного итогового выражения (28) и 
правой части выражения (26) с последующим при­
ведением подобных слагаемых позволяет записать

V ,{v  (г,г)р (г,х)~  р (z,r)v'(z.x)} =  {v (z .r)f - (29)

-  р ( z . r $ '} 8 ( z - x ) - { v f (z,x)f -  p \z ,x )ф }5 (z - r ) .

Каждое из выражений, стоящих в (29) в фигур­
ных скобках, можно записать в более компактной 
матричной форме с помощью введенных ранее

матриц ст2, ст5 и представления полей в обозначе­
ниях Дирака:

v (z. r)p (z. х) — р (z,r)v'(z,x) =

= (v (h(z.r) v (2,(z.r) v,„(z.r) p (z.r))x

'  0 0 0 е,|.' Уц)(г, х)

0 0 0 е (2, y,2)(z, х )

0 0 0 е <» У( 3,(z, X)
- « ( 2 . - * 0 , ч

. / > ' (  z,x)

=  (м Д г,г)|о ,|„-(2,х));

V (z .r ) f  -  p (г,г)ф' =

= (V-,,,(z.r) v (2>(z,r) V№(Z,r) p (z,r))x

= { u ( z,r) I О, I /.'♦); 

v*(z,x)f - p ’ u ,x )ф = f a) f 0t ф )x  

=  ( t - | c t . | u * ( z , x ) ) .

f 1 0 0 O'!( ./(1)
0 10 0 fo)
0 0 1 0

looo -\ ) ж ,

1 0 0 0 V(|,(Z,X)

0 1 0 0 v (+2)(z, X)

0 0 1 0 V(+4)(Z, X)
1,0 0 0 - \ J

X Z .X )  .

(30)

С учетом этого выражение (29) принимает вид

Vz(M-(z,r)|62|M+(z,x)) =
-  (м '(г ,г)|а 2| /r+)5 (z-  х) - ( / г -  |ct, | m‘ (z,X))6<z -  г).
Связь (5) между акустическими полями и их ис­
точниками через соответствующие функции Гри­
на позволяет в итоге записать (30) в виде

6(z -  x)(/r-|C'(z,r)CT,| р +) -  S(z -  г )  x 

X (/r-|c7,(7*(z,x)|/^) = V ,(/.- \G (z,r)o2G'‘ (z .x)|/■■'). 
Поскольку данное соотношение выполнено при 
любых векгор-сголбцах | / г ') ,  оно означает равен­
ство всех матричных элементов и, следовательно, 
равенство матриц, входящих в левую и правую ча­
сти уравнения:

5(z -  x)G (z. г)ст;  -  5(z -  г)а,(7' (z. х) =

= V , {(7 (Z,r)a 2( ; ‘ (z,x)}-

Здесь величина (I (г,r)o2( /(z .x )  представляет со­
бой матрицу, элементами которой являются век­
торы координатного пространства, и оператор V, 
действует на каждый из таких матричных вектор­
ных элементов отдельно. После выполнения ин­
тегрирования по переменной z внутри области У,,

(31)
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и применения теоремы Гаусса соотношение (31) 
переходит и следующее:

(7 (х.г)ст, -ст,(/*(г,х) = (3(7 (у,г)а,(7‘ (у.ху/у,
i  (32)

где а  у = a ,n t ; у. г  е V
Выражение (32) является аналогом уравнения ти­
па уравнения Марченко, обобщая соответствую­
щее соотношение из работ |4, 111. После умноже­
ния (32) слева на or, оно преобразуется, с учетом
(16), (24) и ст3сг, = Е, к виду

а  (г .х )- (7  '(г.х) = (|(7 (r,y)a ia 1(';‘ (y,xWy. (33)

Аналогичное соотношение как частный случай 
выполнено для однородных функций Грина:

С0 (г.х)-(7ц (г.х) = (|(70 (г. у >0,0/7,; (у. ху/у. (34) 
и

Полученная таким образом совокупность со­
отношений (15), (16), (24), (33) обладает некото­
рой избыточностью и тем самым позволяет нало­
жить определенные ограничения на каждую из мат­
ричных функций Грина. Подобные ограничения в 
случае классических функций Грина для потенциа­
ла скорости приводили в |4| к наличию взаимосвязи 
между фазой и амплитудой волны, рассеянной на 
точечной неоднородности рефракционного типа. 
Подход, основанный на матричных функциях Гри­
на, позволяет получить подобную связь для точеч­
ной неоднородности более общего типа (рефракци­
онно-плотностного), что рассматривается ниже.

М АТРИЧНЫ Е КО Э Ф Ф И Ц И Е Н ТЫ  
РАССЕЯНИЯ В СЛУЧАЕ ТОЧЕЧНОЙ 
Н ЕОД НО РОД НОСТ И ПЛОТНОСТИ 

И С Ж И М АЕМ О С ТИ  СРЕДЫ

Пусть неоднородность представлена точечным 
рассеивателем, расположенным в точке г„, т. е.

T,(z) =  e 6 (z -r0), (35)
где матрица с включает параметры этой неоднород­
ности. Тогда уравнение типа Л иппмана— Швингера 
(20) для функций Грина неоднородной среды не бу­
дет содержать операции интегрирования:

(7 * (z. z") = С,, (z, z") + (7(l'(z,r0)r:(7'(rn,z"). (36)

Порождаемые полем (7 (z.z") вторичные источни­
ки iG  (r,„z") можно по аналогии с |4| попытаться 
записать как

ё(7 (r0,z") = |V(7o(r„,z"). (37)
При этом матричные коэффициенты рассеяния 
(3 учитывают все процессы перерассеяния, иду­
щие внутри неоднородности. Математический 
смысл осуществленного таким образом перехода 
от полного поля в точке расположения неодно­

АКУСТИ ЧЕ СК И Й  ЖУРНАЛ том 61 №  6 2015

родности G (г,,. z"), сформированного в результате 
многократного рассеяния внутри этой неоднород­
ности и в ее окрестности, к падающему полю
(У,, (г„.z") состоит в следующем. Акустическое поле, 
рассеянное неоднородностью конечного размера, 
может быть представлено в виде бесконечного ряда, 
члены которого имеют различные порядки мульти- 
иольности. При этом неоднородность сжимаемости 
и неоднородность плотности среды вызывают появ­
ление членов соответственно нулевого (монополь­
ного) и первого (дипольного) порядков мультиполь- 
ности, даже когда эта неоднородность точечная. 
Действительно, систему уравнений гидродинамики
(2) можно переписать в виде

—/Q)p„v (Z. X) + V,/) (Z. X) =

= f 5(Z -  x) + /со(p(z) -  p0) V (z. X),
*

V ,v (Z. X) -  /О)Г|0/7 (z, X) =

= Ф 6(z -  x) + /co( n(z) -  П,,) p ' (z. X). 
где в левую часть входят параметры только одно­
родной фоновой среды р0, г|„. При этом в правой 
части появляются векторные вторичные источ­
ники (дипольного типа) кo(p(z) — p„)v (z,x), свя­
занные с неоднородностью плотности (p (z )-p 0). 
и скалярные вторичные источники (монопольно­
го типа) /cij(rj(z) — ц„)р (z.х). связанные с неодно­
родностью сжимаемости (r)(z) — Ло)- Рассеяние 
квадруполыюго и более высоких порядков может 
быть вызвано определенным пространственным 
распределением плотности и сжимаемости внут­
ри неоднородности, т.е. определяется геометрией 
неоднородности. При уменьшении размера неод­
нородности, по-видимому, можно ограничиться 
учетом только рассеяния монопольного и ди­
польного порядков, которое может быть описано 
с помощью вторичных источников в виде пере­
нормированной функции Грина однородной сре­
ды р (7(l(r0,z"). Амплитуды вторичных источников 
монопольного типа и каждой пространственной 
компоненты дипольного типа задаются с помо­
щью матричных коэффициентов рассеяния р .

С учетом (37) уравнение (36) для функций Гри­
на принимает вид

6'' (z. z') = Go1 (z. г )  + Go (z. г„ )(3 (7„ (г0, г"). (ЗХ)
Выполняя взаимное вычитание уравнений (38), 
записанных для опережающей и запаздывающей 
функций Грина, и полагая при этом z = г и /." = х, 
можно получить

G'o(r,r„)P G0(г0,х) -  Go (г.г(|)Р'6ц (г0,х) = (39)

= {С (г.х) -  ( / ‘ (г.х)! -{(7о'(г,х)-(7ц(г.х)}.
Правая часть этого соотношения с учетом (33) и 
(34) может быть преобразована к разности инте­
гралов но поверхности ^  после этого уравнение

2*
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' +

(40)

i +

■ +

(38) позволяет исключить из рассмотрения функ­
ции Грина неоднородной среды:

\G (г, х )  -  6” (г, х )} _  {б’„ (г. х )  -  6'п’ ( г .х ) }  =

=  ( | ( /  (г. у )а  ,а у 4 ( у ,  х  у /у  -  4  (г. у К т -Д  4  (У- х  У/у =

>1 ■»

=  Ср/’о (г,у )ст ,а у4  (у, Г„)р *Г>(;  (г„. х  V/y

Ч/

+  ( |(7 0( г ,гп)Р 4  (г„, у ) а ,а У4  (у ,хУ /у

У

+ <JC0'(r,r0)P 4 (г„,у>0 ,0 ,6',;(у,г(1)|У 4 <r„,ху/у =

я

=  № о  (Г, у £ , сту4  (у. Го У/у 1 р * ^ ( Г 0, X)J
+  С о (г,г0)р  jc |4 ( r , , .y )< T ,a vG ,;(y .x k /y l

+  6 о (г .г (|)Р { 4 4 (г„, У )аяа , 4  (у , г„)^у j  р + сп> (), х ).

Каждый из поверхностных интегралов, стоящих 
здесь в фигурных скобках, может быть преобразо­
ван с учетом (34) к разности функций Грина одно­
родной среды, т.е. (40) приобретает следующий вид:

{G (г, х ) -  <7*(г, х)} -  { 4  (г. х )  -  Со (г- х )}  =

= {С0 (г, г „)  -  С*(г. Tq)} Р+4  (г0,х )  +

+  4 > , г 0)Р { с 0-(г0, х ) - с 04(г0,х ) }  +

+ Со (г, г„)(3 4 Р * 4 (Го. х) = (41 )

=  4 ( Г" Го)Р 4 ( г0 .х )  -  4 ( Г , Г 0)Р ‘ 4 ( Г о ,Х )  +

+ 4"(Г,Го)Р 4  Оо, X) -  4 (г. Г0)Р 4 ( г 0.х )  +

+  4  (г. г0) Р " 4 р  ‘ 4  (гп. х ) .
Здесь введено обозначение

4  = П т  (С„ (Го,х) -  4 (Г,.х)) =

= с | 4  (г0,у)ст,сту4(У.Го)^У.
(42)

Наконец, приравнивание левой части соотноше­
ния (39) и последнего выражения в (41) приводит 
к  итоговому соотношению:

4 (г.г„)р' 4 (г0. х) -  4 (г. г„)Р 4 (Г., х) + (43)

+ 4 (г.г„)Р  С„Р‘ 4(Го,х) = 0.

Матрица С„, определенная в (42), имеет раз­
мерность (/) + I) х ( / )+  I); матрицы (V и £ имеют 
такую же размерность. Использование в (42) пре­
дельною перехода обусловлено тем, что, хотя, со­
гласно (34), формально С „ =  С„(г„,г„) — 4 ( го,г0), 
но матричные функции Грина С„(г(|,г„) (т.е. когда 
точка излучения и точка наблюдения совпадают)

имеют бесконечно большие мнимые части. Одна­
ко при формировании 4  в виде разности они вза­
имно уничтожаются, что обеспечивает существо­
вание предельного значения Сп. Элементы мат­
рицы С „ постоянны и могут быть вычислены явно 
для пространства каждой заданной размерности 
П. I) частности, для двумерного случая интегри­
рование (42) дает

/ По О

По
О

О ' 
О

2р<ъ

(44)

Важно отметить, что матрица С’„  является диаго­
нальной и чисто действительной при всех значе­
ниях размерности D.

Выражение (43) можно записать как
4(г.г,,)1Р+ -  Р + Р 4 [V |4 ( r „ .x )  =  0. Поскольку 
точки  г. г(| и х выбираются произвольно, а коэф­

фициенты Р и р не зависят от выбора этих то­
чек, то обязано выполняться следующее усло­
вие для коэффициентов рассеяния:

Р -  (У = Р 4 Р +- (45)
С другай стороны, из (24) с учетом (38) можно за­
ключить, что

р ' = -о ,{р * }  : а,. (46)
Таким образом, матричные коэффициенты рас­
сеяния удовлетворяют системе уравнений (45), 
(46). Отсюда можно сделать вывод о принципи­
альной необходимости математического описа­
ния распространения акустических волн с точки 
зрения многократного рассеяния, несмотря на то, 
что рассеиватель является точечным. Это обстоя­
тельство ранее отмечалось также в работе |4|. 
Действительно, в случае однократного (борцов­
ского) рассеяния в (37) следовало бы положить 
<7 ‘ (г0, z") =  4 ( r 0.z"), откуда (У = £. С другой сторо­
ны, величина £, согласно (21) и (35), определяется 
только параметрами среды р и гр и на нее не на­
кладывается никаких ограничений, что вступает в 
противоречие с (46). Более того, если бы имело
место (У з  р = с, то левая часть (45) тождествен­
но обращалась бы в ноль и условие (45) нс выпол­
нялось.

Если предположить, что существуют обратные 
матрицы коэффициентов рассеяния, то уравне­
ние (45) удается записать в более простом виде:

[ Р * ] " ' - [ Р \ ]  ' = 4 .  (47)

С учетом а,ст, = Е, можно записать

£  =  4  [ |У ]  ' = 4 3  а,ст,[[У] 'а ,  =

= (а,р  а , ) ( а , [ [У ]  ' о ,) ,
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поэтому (6 ,0*0 .) 1 =  6 ! [р 1]  'ст,. откуда

[р~ ] = о,(ст,Р ст,) <Т- (48)
Тогда подстановка выражения (46) в правую часть 
(4Х) приводит к  связи между обратными матрица­
ми коэффициентов рассеяния запаздывающих и 
опережающих полей:

[Р ‘ ]  ' = ^ . т | [ { Г ] ~ ' | (49)

Каждый матричный элемент р ' и (1 является 
комплексным числом. Это связано с тем, что рас­
сеяние падающей волны на неоднородности с не­
обходимостью сопровождается некоторой задерж­
кой по времени, которая выражается в определен­
ном сдвиге фаз между падающей и рассеянной 
волнами. Таким образом, две комплекснозначные 
матрицы, каждая с размером (/) + 1) х ( / )  + 1), содер­

жат в совокупности 4(7) + 1)" действительных неиз­
вестных величин. С другой стороны, системы урав­
нений (45) и (46) или же (47) и (49) накладывают 
ограничение на коэффициенты рассеяния. Каждая
из них содержит 4(/) + 1)' действительных уравне­
ний, но независимыми являются только 2 (7 )+1) 
уравнений. Это связано с тем, что при подстанов­

ке [ р - Г  из (49) в (47) взаимно уничтожаются ли­
бо действительная, либо мнимая часть каждого 
матричного элемента результата, и тем самым
2(0 + 1) ' уравнений и з 4 (/)  + 1) превращаются в 
тождества. В том случае, когда матрицы коэффи­
циентов рассеяния необратимы, а значит, спра­
ведлива только система уравнений (45), (46), про­
вести аналогичные рассуждения относительно ко­
личества независимых уравнений представляется 
затруднительным. Тем не менее, можно сделать 
предположение, что и в этом случае результат будет 
таким же. Таким образом, полученная система урав­
нений (45), (46) позволяет, с одной стороны, жестко 
связать матричные коэффициенты рассеяния р ,  
соответствующие запаздывающему и опережаю­
щему полям. С другой стороны, она накладывает 
на эти коэффициенты определенные ограниче­
ния, хотя не позволяет определить их конкрет­
ные значения.

СВЯЗЬ М ЕЖ ДУ ФАЗОЙ И А М П ЛИ ТУДО Й  
ВТОРИЧНОГО И С ТО ЧН И КА, 

В О ЗН И КАЮ Щ ЕГО  ПРИ РАССЕЯНИИ 
ВОЛНЫ НА Ц И Л И Н Д Р И ЧЕ С КИ

С И М М Е ТР И Ч Н О Й  КВАЗИТОЧЕЧНОЙ 
НЕОДНОРОДНОСТИ

Представляется важным рассмотреть двумер­
ный случай цилиндрически симметричной ре­
фракционно-плотностной неоднородности при 
стремлении радиуса цилиндра к нулю. Это позво­
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ляет считать коэффициенты рассеяния р неиз­
менными при выполнении поворота системы ко­
ординат на произвольный угол.

Пусть матрица М определяет преобразование 
вектор-столбцов полевых переменных и источ­
ников поля при переходе от одной системы коор­
динат к другой:

| и " )  = М  | и1) , | F '1)  = М  | у 1) ■
Для поворота системы координат на угол Э мат­
рица М имеет вид

М Мш  «

cos ,9 sin Э 0^ 
-s in  >9 cos ,9 О (50)

О I
Здесь единица в правом нижнем углу матрицы от­
ражает неизменность скалярной части вектор- 
еголбца при повороте. Блок, содержащий синусы 
и косинусы угла поворота, представляет собой 
матрицу поворота, определяющую преобразова­
ние пространственных координат колебательной 
скорости и векторной компоненты источников 
поля. Первичные источники поля | /.’ * )6(z -  z"). 
расположенные в точке х = z", создают в точке
расположения неоднородности z = г„ поле (5), т.е. 
|г/±(г0, z " ) )  =  G '(r„.z")| /г1) .  Это поле, в свою оче­
редь. порождает вторичные источники типа (37):

F L )  ~  eUVo.z")) = E(71(r0,z")| f * )  =  

= P^oOo.z")! F ')  = P’ |i/o(rn,z")).
После преобразования координат M  должно 
быть выполнено аналогичное соотношение:

| # £ ) - p V « b . o ) .  <51>
где р остаются неизменными в силу цилиндриче­

ской симметрии неоднородности; | F'^c)  =  М \ F^c) 

и | (г„, z")) = /W|w,7(r0,z")). Тогда, с одной стороны,

| С )  =  Р' К  (г,,. Ж")) =  р ' Л/|м«7(г0.г")>. с  другой сто­
роны,

k - ) = * i '£ > = * 0 ±k(r ..i-)> - <52>
Поскольку поле | (r(l,z")) может быть выбрано 
произвольно, то из сравнения выражений (51) и 
(52) следует, что матрицы р и М коммутируют:

Р'Л7 = Л/Р'. (53)
Соотношение (53) позволяет, с учетом (50) и 

произвольности угла 9, уточнить явный вид мат­
ричных коэффициентов рассеяния:

Р!

рг р; о ' 

-Р2 Р  ̂ 0  ■ 

, » 0 Ро1,

(54)
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Здесь комплексные величины р„ отвечают за рас­

сеяние монопольного типа, а р и  — за рассеяние 
дипольного типа. Условие параллельности век­
торной части вторичных источников | и пада­
ющего поля колебательной скорости, вытекающее 
из симметрии задачи относительно направления 
колебательной скорости падающего поля в точке 
расположения неоднородности, требует также по­

ложить р] = 0. С учетом этого, а также явного вида 

(44) матрицы С/)=2, непосредственная подстановка 

(54) при p t s  0 всистему (45), (46) позволяет свести 
ее к следующим условиям:

± _ ± Л ( - / (0Т1 „) ; -!— U
Р, р ; 4 Ро р ;

Ро = - { Р о } * ; р г = - { р ; Г -

Второе из этих условий совпадает (с точностью до 
множителя /шр0) с соотношением, полученным в 
14 1. Различие, связанное с наличием этого мно­
жителя, обусловлено рассмотрением в представ­
ляемой работе полей давления и колебательной 
скорости, а не поля потенциала колебательной 
скорости, рассмотренного в |4|. Следует обратить

внимание, что коэффициенты р(> и р, имеют разную 
размерность, что непосредственно видно изсравне- 
ния первого и второго условий (55). Это обусловле­

но разной размерностью элементов матриц С , кото­
рые отвечают за различные волновые поля, — поле 
давления и поле колебательной скорости. 
В частном случае это можно видеть на примере 
выражения (17) для матричной функции Грина од­
нородного двумерного пространства.

Комплексные коэффициенты рассеяния р„ и р, 

можно представить в виде р(", = ±|р()|ехр(±Л|/„) и

Р, = ±|Р||ехр(±/Ч|/|), согласующемся с двумя послед­
ними выражениями (55). Такой вид позволяет раз­

дельно анализировать амплитуду |р0 ,| = |р,‘, ,| = |ро1| и 

фазу vj/„ | коэффициентов рассеяния. Тогда из усло­

^ (-ко р 0);

вий (55) вытекает наличие связи между соогвег- 
ствующими амплитудами и фазами:

|Ро| = — —  cosv|/„; |р,| = — —  cosvp,. (56)
шр0 (О По

В связи с этим следует отметить ряд обстоя­
тельств. Во-первых, коэффициенты, описываю­
щие рассеяние монопольного и дипольного типа, 
оказываются ограничены по абсолютной величи­
не значениями (4/о)р„) и ( 8 / о > П о )  соответственно. 
Абсолютная величина коэффициентов рассеяния 
характеризует силу возникающего вторичного 
источника, который описывает процессы пере- 
рассеяпия “ внутри”  и в окрестности точечной не­
однородности. Во-вторых, абсолютная величина 
каждого из этих коэффициентов жестко связана с 
его фазой, т.е. с фазой возникающего вторичного 
источника и с фазой порожденной им рассеянной 
волны. В-третьих, характер этой связи является 
одинаковым для рассеяния как монопольного ти ­
па, так и дипольного. В-четвертых, для запазды­
вающего и опережающего полей фаза коэффици­
ентов рассеяния имеет противоположный знак, 
что отражает обратный по времени характер про­
цессов рассеяния в этих двух случаях.

Связь (56) позволяет оценить максимально 
возможное расстояние / между отдельными эле­
ментами метаматериала, при котором его эффек­
тивные характеристики существенно отличаются 
от характеристик фоновой среды. Для обеспечения 
такого отличия можно потребовать, чтобы поле
6'(il (z,r0){5 C/n(r0,z"), рассеянное расположенным в 
точке г(1 элементом мегамагериала, было сравнимо 
по абсолютной величине с полем падающей волны
6'„ (z,z") в точке z, где находится соседний элемент. 
Для оценки с учетом близости точек z и г(, можно по­

ложить (/„'(z,z") =  (/,!(r0,z"). Тогда упомянутое усло­
вие сводится к  |<7q (z. г„)Р <7,j (г„,z")| = |б'„' (r„, z")| или

|Co(z,r0)pi | = Е. (57)
Выбирая оси координат так, чтобы были справед­
ливы равенства г,,, -  /-0(|) = / и £,2) -  г0О) =  0 
(г „  = {/»)(||,/Ь(2)> в декартовой системе координат), с 
учетом явного вида матричной функции Грина
( 17). оценочное соотношение (57) запишется сле­
дующим образом:

±<0Г]() (//„ -  l i ; / ( k j ) )  О ± i k „ H \

[
4

0

± i k X

±<ОГ|0 //|7(V ) о (V

о ±соР(1я ,;

(-58)

где H j =  H " \k J )  и / / ,  = H f \ k 0l) ,  j  = 0.1. Для рас­
сеивателя чисто монопольного типа, обладающе­

го максимально возможным коэффициентом 
рассеяния, когда |Ро| = |Po|max = 4/(а>р„), Р, = 0 и
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Р2 =  0, численно из (58) можно получить, что 
/ =  0 .14А.Ц, где А.0 = 2л/А0 — длина волны в фоно­
вой среде. Для рассеивателя чисто дипольного ти ­
па, когда р„ = 0, |р,| = |р,|тах =  8/((ог|0) и р , = 0. ана­
логичная оценка дает / = 0.4Хо. Полученные 
оценки согласуются с |7 |, где на основании вы­
полненного численного моделирования распро­
странения волн в метасредах показана необходи­
мость наличия определенного (не менее десятка) 
числа элементов метаматериала на расстоянии, 
равном длине волны.

РАССЕЯНИЕ ВОЛНЫ НА С Ф ЕРИ ЧЕС КИ  
С И М М Е ТР И Ч Н О Й  КВАЗИТОЧЕЧНОЙ 

НЕОДНОРОДНОСТИ

Сделанные ранее выводы, в частности, уравне­
ния (45), (46) остаются справедливыми и в трехмер­
ном случае. При этом меняется явный вид матрич­
ной функции Грина однородной среды. Матрица
С „ определенная в (42), при этом оказывается 
равной

Ч / З  0 0 0 '
О По/3 о о
о о По/3 о •

V о О О р J

Для определения максимально возможного зна­
чения коэффициента рассеяния в этом случае нуж­
но провести выкладки, аналогичные сделанным в 
предыдущей части работы. Прежде всего, коэффи­
циенты рассеяния сферически симметричной ква- 
зиточечной неоднородности имеют вид

Ч  о о о '  

о р, о о 

о о р,1 о
, 0  0 0 р0\

(59)

Диагональный вид этой матрицы обусловлен сим­
метрией задачи по отношению к преобразованию 
поворота, а также осевой симметрией по отноше­
нию к  направлению распространения падающей на 
неоднородность волны. Тогда система уравнений 
(45), (46) приводит к условиям, аналогичным (55):

Pi Ро Ро 2л

Ро = - {р о } * ;  Р| = - { р ,  Г -

(60)

Представляя комплексные коэффициенты рассе­
яния ро и р, в виде Ро = ±|P„|exp(+/v|/o) и р, =  
=  ±|p,|exp(±/vp,). согласующемся с двумя послед­
ними выражениями (60), можно получить связь

между соответствующими амплитудами и фаза- 
м и в виде

N  -  - 4л — cosv|y„; |Pil = ■ 1271 cosv|/|. (61) 
А0<оро A-otorio

Соотношения (61) позволяют определить от­
носительное сечение рассеяния для неоднород­
ности малого волнового размера. Пусть на неод­
нородность падает запаздывающее поле плоской

монохроматической вол н ы lWinc)
У P i н с /

интен­

сивность которой равна / jnc = [ \р Ц 2 Воз­
никающий в процессе рассеяния на неоднород­
ности вторичный источник имеет вид

Ч )  -  Р Uiac) -

4гг
А о®

п  + 4-Pi Vi„c
Р (1 Pine - 

3 cos v / , exp(/v |/,) v i‘nc/ i io ' |

cos4/ 0exp(/»(/о) /?*,./р 0 J

При этом рассеянное поле|м‘ (2)) = |M-(z)) - | " in C(z))

в точке z определяется как | wJc(z)) =  GqP s(z. г„)| F*c) . 
Дня того чтобы рассчитать полную рассетзаемую 
неоднородностью мощность /Vsc, нужно записать 
поле акустического давления рассеянной волны. 
Это можно сделать, используя явный вид функции 
Грина:

Ax(z) = /cos\j/0exp(/\|/0) + 3
I ~ ika |z -  r„[ 

An |z -  r„|

x cosv|/, exp(A|/l)cos0
exp(/A„|z -  r,,|) *

1  I I Pine  An \z -  r„|

(62)

Здесь 0 — угол между вектором z -  г„, проведен­
ным из точки расположения неоднородности г„ в 
точку наблюдения z, и вектором колебательной
скорости падающего поля v*nc. При выводе выра­
жения (62) учитывалась связь между давлением и 
колебательной скоростью падающей волны в ви­
де р1ПС -  p(,c0vinc. Интегрирование интенсивности 
рассеянного поля / sc(г) =  (|p«(z)|2/2p0c0) по сфере 
с П ет ром в точке расположения неоднородности 
г „  и радиусом |z -  г(|| —> со дает выражение для пол­
ной рассеянной мощности:

Ч  =  7t (cos V i. + 3cos vp,) / ||1С.
А»

Следует обратить внимание, что N sc определяется 
только фазами дипольного и монопольного ко ­
эффициентов рассеяния. Несмотря на малый 
волновой размер неоднородности, рассеиваемая 
мощность остается конечной величиной. Если 
а -  радиус неоднородности, то мощность излуче­
ния, проходящего через площадь па ' ее попереч­
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ного сечения, равна N inc = па / |пс. Тогда относи­
тельное сечение рассеяния этой неоднородности 
равно

а  = - Т ^  = “ 72(со8211/0 +  Зсо5: ч/|)-A'inc (ktla)

Таким образом, максимально достижимое отно­
сительное сечение рассеяния составляет
сттах = 1б/(А0о) • В том случае, когда рассеяние но­
сит чисто монопольный характер, максимальное 
сечение в четыре раза меньше. Этот результат на­
ходится в соответствии сданными, приведенным 
в работе |6| для сферы радиусом а.

ЗАКЛЮ ЧЕН И Е

Введенный аппарат матричных функций Гри­
на позволяет описывать процессы рассеяния 
волн вереде, характеризующейся неоднородным 
распределением плотности и сжимаемости. Такое 
описание фактически осуществляется на основе 
линеаризованной системы уравнений гидродина­
мики и позволяет раздельно учитывать вклад ог 
этих параметров среды. В рамках представляемой 
работы удалось получить ряд важных общих соот­
ношений для матричных функций Грина: принцип 
взаимности, включающий (15) и не включающий
(16) функции Грина сопряженного оператора; связь 
между запаздывающей и опережающей функциями 
Грина (24); уравнение типа Липлмана— Швингера 
для матричных функций Грина (20); соотношения 
типа уравнения Марченко (33).

Применение развитого в работе подхода к рассея­
нию волны на точечной неоднородности позволило 
получить общую систему уравнений (45), (46) гит 
матричных коэффициентов рассеяния, характеризу­
ющих возникновение вторичных источников поля. 
При этом существуют общие ограничения, наклады­
ваемые на коэффициенты рассеяния, независимо от 
физической природы волновых процессов “ внутри”  
и в окрестности неоднородности.

В важном частном случае “ цилиндрически 
симметричной”  квазиточечной неоднородности 
можно выделить коэффициенты, характеризую­
щие отдельно рассеяние дипольного и монополь­
ного типов. При этом оказывается, что существует 
связь (56) между фазой и амплитудой каждого та­
кого коэффициента. Такая связь заключает в себе 
некоторую дополнительную информацию, кото­
рая может быть использована, например, при ре­
шении обратных задач рассеяния томографиче­
ского типа. Подобные выводы можно сделать и в 
трехмерном случае.

Полученные связи между фазой и амплитудой 
коэффициентов рассеяния позволяют определить

полную рассеянную мощность Nsc и относитель­
ное сечение рассеяния ст квазиточечной неодно­
родности. Обе эти величины оказываются ограни­
ченными, причем максимально возможная мощ­
ность Nsc конечна и не зависит от конкретного 
значения волнового размера неоднородности, ко­
гда он мал.

При разработке конструкций мета материалов 
ограниченность максимального коэффициента 
рассеяния приводит к необходимости увеличи­
вать число элементов на длине волны как мини­
мум до десятка вдоль каждого измерения. Недо­
статочное их количество может приводить к пре­
обладанию падающего поля над рассеянным, 
когда поведение метаматериала близко к  поведе­
нию фоновой среды, и требуемых характеристик 
достичь не удастся.

Исследование выполнено за счет гранта Россий­
ского научного фонда (проект №  14-22-00042).
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