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ВВЕДЕНИЕ

Авторам и читателям Акустического журнала хо­
роню знаком сайт http://www.akzh.ru, который от­
крывает доступ к  текстам всех опубликованных в 
журнале статей 111. В рубрике 10.07 “ Поглотители 
слабых и интенсивных акустических волн”  раз­
мещено около 150 работ (см. http://www.akzh.ru/ 
htm /rubrl007.htm), содержание которых связано с 
проблемой создания звукопоглощающих материа­
лов и конструкций и проблемой гашения шума. 
В числе недавно опубликованных работ укажем на 
статьи |2,3|.

Как показывает анализ данных в рубрике 10.07, 
для расчетов звукопоглощающих систем использу­
ется главным образом “ импедансный”  подход. Он 
весьма эффективен для решения линейных задач, 
когда требуется рассчитать частотные характери­
стики материала, в том числе зависимости коэф­
фициентов поглощения и отражения от частоты. 
Если нужно найти импульсный отклик линейной 
системы (ее передаточную характеристику), разло­
жение в спектр удобно не всегда. Когда же решает­
ся нелинейная задача, более продуктивными ока­
зываются подходы, не использующие разложение 
волн в частотный спектр. Такие подходы и соот­
ветствующие нелинейные модели были предложе­
ны, в частности, в работах |4, 5|.

О ПИ С АН И Е ЭКРАНА 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Нелинейный экран на рис. 1 содержит тонкую  
мембрану массы т и площадью 5", плоскость ко ­
торой ортогональна оси х в точке х = 0. За мем­
браной в области 0 < х < d расположена кон­
струкция, обладающая диссипативными и упру­
гими (вообще говоря, нелинейными) свойствами. 
Область х > d занята массивной неподвижной 
стенкой.

Слева на экран падает волна р, (/ -  х/с), а отра­
жается от него волна pr (г + х/с), бегущая в проти­
воположную сторону. Поле акустического давле­
ния в области х < 0 есть сумма этих двух волн:

p(x,l) = pt ( l -х/с) + pr (t + х/с). (I)
Соответствующее поле колебательной скорости и 
таково:

р си(хл) = p i{ t -x/ c ) - p r (t + x/c). (2)
Здесь р и с  — плотность среды и скорость звука. 
Смещение плоскости х = X (t) должно совпадать со 
смещением частиц в волне на поверхности мембра­
ны. Поэтому выражение для давления, оказываемо­
го волной на мембрану, получаемое из соотноше­
ний (1), (2), имеет вид

p(x = 0,t) = Pi(t) +pr (t) = 2pi ( l ) - p cX( l ) .  (3)
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Точка обозначает дифференцирование по време­
ни. Уравнение движения мембраны с учетом (3) 
будет таким:

X  + (28 + j  X  + MfJ (X ) =  —  Pj(t). (4)
\ т I т

Здесь функция f ( X )  описывает нелинейную 
упругую реакцию пружинок, изображенных на 
рис. I. Коэффициент 5 описывает линейное тре­
ние, зависящее от скорости, ю0 — собственная ча­
стота колебаний в линейном случае, когда пру­
жинки гуковские (то есть f ( X ) = А"), а трения нет. 
В более общем случае вынужденные колебания 
мембраны можно описать уравнением

l X + ^ - X  + ^ l f ( X )  = ^ - Pi(t). (5)
т т

Здесь L — линейный дифференциальный или ин- 
тегро-дифференциальный оператор.

ОСНОВНЫ Е РЕЗУЛЬТАТЫ 
Л И Н Е Й Н О Й  ЗАДАЧИ

Напомним вначале основные выводы, следую­
щие из решения линейной задачи в рамках моде­
ли (4). Как показано в учебном пособии [6| (см. 
задачу 1.5.11), при падении на экран сигнала, из­
меняющегося во времени по гармоническому за­
кону p,(t) =  Роехр(-/'(й/), возникает отраженная 
волна:

/ \ &>о _ (°2 -/28со(|
Рг (') _ °________ I 25т)

А>
ехр(-/со/). (6)

Формула (6) содержит известный результат: 
отраженная волна полностью поглощается экра­
ном на частоте со = со0, если диссипация и потери 
на излучение связаны соотношением

28/и = pcS. (7)
Однако этот результат относится лишь к установив­
шемуся режиму. Если на экран падает квазигармо- 
нический модулированный сигнал либо одиноч­
ный импульс, картина немного усложняется.

Рассмотрим, например, сигнал на резонанс­
ной частоте, который появляется в момент време­
ни t = 0:

Pi{>) = А) 1 -  e xp |--|js in (co 0/), I > 0. ( 8)

В наиболее интересном случае, когда соотноше­
ние (7) выполняется, отраженная волна в прибли­
жении узкополосного сигнала со0т >  1 имеет вид

\ т

Н И ) -
схр

-1  

- е ^ / 1

-1

т

(9)
sin(coo/).

Как следует из анализа отклика (9), существует пе­
реходный процесс. Вначале амплитуда отраженной 
волны растет, а при / —» оо она стремится к  нулю — 
отражение исчезает.

Если падающий сигнал широкополосный, для 
нахождения отраженного сигнала удобно вос­
пользоваться решением уравнения (4), записан­
ным (при / ( X )  = X )  через функцию Грина С (/):со

Х  = —  \Pi{ t - f ) G { t ') d t \  (10)
т J

о
Здесь обозначено

(7 (/) = -ехр (-6*/) sin (<//),
4 /и ч

Теперь, пользуясь соотношением (3), найдем от­
раженную волну:

оо

М / )  =  А ( / ) - ^ “  \ p , ( t - f ) G ( t ) d f .  (12)
т a t J о

Например, если на экран падает короткий импульс 
р, (/) =  р„5(г), отраженный сигнал будет таким:

рг(г) = Р о 8 ( г ) - ^ р , Л с ( / ) .  (13)
т dt

Из формул (12), (13) следует интересный факт. 
Для функции Грина следующего вида

G = — //(/) (14)
2pcS

(здесь //(/) — единичная функция Хевисайда) по­
лучается pr (t) = 0 — отражение отсутствует при 
любой форме падающего сигнала. При этом из 
формулы (10) имеем

X  =  — \Pi( t - f ) d t \  X  = —  Pi(t). (15)
pcJ pc

Подставляя вторую формулу (15) в соотношение 
(3), убеждаемся, что отраженного сигнала нет. 
Обращаясь к  уравнению (4) для вынужденных ко ­
лебаний мембраны, видим, что оно превращается 
в уравнение (15) при выполнении одновременно

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л  то м  62 №  1 2016



4 0 Р У Д Е Н К О

трех условий: (а) пружины за экраном отсутству­
ют (о>0 = 0); (б) падающая волна имеет низкоча­
стотный спектр и второй производной в (4) мож­
но пренебречь; (в) выполняется условие (7).

С ТАТИ С ТИЧЕС КИЕ Х АР А КТЕР И С ТИ КИ  
ОТРАЖЕННОГО Ш У М А

Если на экран падает шумовая волна, нужно 
рассчитать основные статистические характери­
стики отраженного сигнала — спектр интенсив­
ности и корреляционную функцию. Считаем па­
дающий сигнал стационарным шумом. При этом 
из формулы (6 ) получаем следующую связь между 
спектрами интенсивности Q падающей и отра­
женной волн:

Если выполнено условие (7), связь (16) приобре­
тает простой вид:

а и  =

Интеграл по частотам от функции Qr (со) дает пол­
ную интенсивность ! г отраженного сигнала. Если 
принять, что спектральная плотность падающего 
шума есть константа Q0 в полосе -Д  < со < Д, из 
формулы (17) следует

/ ,  =  / , ( 1- 7 ^ ) ,  Л = 2 Д & .  ( 1 8 )
\ A m i

Очевидно, интенсивность отраженного сигнала 
меньше интенсивности падающего — часть энер­
гии волны поглощается экраном.

Корреляционная функция для стационарного 
шума, согласно теореме Винера—Хинчина, есть 
преобразование Фурье от спектральной плотности. 
Считая падающий сигнал узкополосным с цен­
тральной частотой со0, найдем из формулы ( 17):

Интеграл от (19) равен нулю, поэтому Qr (0) = 0.

НЕЛИНЕЙНАЯ ГЕНЕРАЦИЯ 
Н И З КИ Х  ЧАСТОТ

Рассмотрим теперь нелинейный экран. Среду 
в области х  < 0 по-прежнему считаем линейной. 
Похожий подход использован в теории, развитой 
для диагностики малых неоднородностей |7|. 
Очевидно, что экран будет генерировать высшие

гармоники спектра падающей волны, которые 
появятся и в спектре отраженного сигнала.

Пусть на экран с квадратичной нелинейно­
стью f ( X )  =  Х ( \  +уХ )  падает волна, содержащая 
две близкие высокие частоты:

Pi (' ) = ехр (-/оу ) + Р2 ехр(—/со2/ )] + с.с. (20)

Символом “ с.с.”  в формуле (20) обозначены ком­
плексно сопряженные слагаемые, которые в яв­
ном виде не выписаны. Разностную частоту счи­
таем малой: со, — оо2 =  £2 <  (о,,(о2. Таким образом, 
осциллятор (14) будет совершать колебания, 
спектр которых лежит как в высокочастотной, так 
и в низкочастотной областях.

Используем метод последовательных приближе­
ний, считая, что нелинейность слабая. Для ампли­
туд высокочастотных гармоник решаем линейное 
уравнение первого приближения. Получаем

------A h r„------ • (2D
т о)0 -  (о, 2 -  /2о*со, 2

Для колебаний на разностной частоте требуется 
решить уравнение второго приближения

X  + 2 8 **  +  и>20Х  = -%(o lx ,X*  е хр (-/П /). (22)

Амплитуда этой гармоники равна

2 v  V *УЮо____х , х 2_____
2 (O o-Q 2 -/'26*£2'

(23)

Примем для определенности

о), =  о>о +  (о2 =  (о0 — ~  • £ 2 < ^ а ) 0, 6 .  ( 2 4 )

Кроме того, считаем, что условие (7) наилучшего 
поглощения высокочастотных гармоник выпол­
нено. При этом из (21), (23) следует

(25)
2(р«Оо)

Найдем теперь волну, отраженную от экрана. 
Она, согласно соотношению (3), в рассматривае­
мом приближении описывается формулой

pr = Pi -  рсХ *  - /  ̂ - Р\ е х р (-/о у ) +

2рС5 (26)
+ ' 7 ^ 7  Pi e x p ( - /W ) - h - ^ j P A *  exp(-i£2/).Ip с A 2 pc<o0

Интересующий нас спектр отраженной волны (26) 
содержит две высокие частоты со,, со2 и одну низкую 
частоту£2. При этом амплитуды всех гармоник про­
порциональны £2. Этот факт отличает преобразова­
ние на нелинейном экране от преобразования вниз 
по спектру в объеме нелинейной среды.
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Отношение амплитуд волн низкой и высокой 
частот по порядку величины равно

L F = yS 
HF  “ '2 П.2- (27)

При достаточно большой интенсивности падаю­
щих на экран волн и достаточно сильной нелиней­
ности отношение (27) может быть порядка едини­
цы. Ого связано с тем, что в режиме, обсуждав­
шемся выше, экран работает одновременно как 
эффективный поглотитель для высоких частот и 
как преобразователь волновой энергии в низкоча­
стотный диапазон. Рис. 2. Нелинейные структуры в экране.

М ИКРО СТРУКТУРЫ  
ДЛЯ Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  ЭКРАНОВ

Начнем с рассмотрения классического нели­
нейного элемента — контакта Герца. Пусть есть 
два соприкасающихся шара с радиусами /?,,/?,, 
сделанных из материалов с модулями Юнга £,, Е2 
и коэффициентами Пуассона о ,,а 2. Если шарики 
прижать друг к другу силой F, расстояние между 
их центрами уменьшится на величину X  |8|:

X  =  р F V\ Р = \ D
,2 R\ + R; 

R\ R?

1/3

D l - g ,  [ l - a 22\ (28)

Видно, что связь между силой и сближением ша­
ров X  сильно нелинейная — она не может быть 
разложена в ряд по малым деформациям |9, 10|. 
Если первый шар лежит на плоской поверхности,

нужно положить R2 ->  со. При этом Р =  ( / ) 2//? ,)1/ ,

а модули £ 2,сг, будут характеризовать материал, 
границей которого является плоскость.

Чтобы усилить нелинейное преобразование, 
нужно стремиться к  тому, чтобы сближение X  под 
действием акустического давления р = F/S  было 
максимально возможным. Для этого, очевидно, 
нужно взять шары небольшого радиуса R,, сделан­
ные из резиноподобного материала с малым значе­
нием модуля Юнга Г, и а, *  0.5. В этом случае

*  *  0 .68 (£2Л) 1/1 F V\  F  *  1 .8(£2/?)'/2 Х У\  (29)
В формуле (29), очевидно, модуль Юнга и радиус 
относятся к  шарику, поэтому индекс “ 1”  опушен.

На схеме /  рис. 2 показана возможная идея ис­
пользования нелинейности контактов Герца внут­
ри экрана. На схеме 2рис. 2 шарики заменены эле­
ментами другой формы, деформация которых так­
же сильно нелинейная |8|. В качестве нелинейных 
элементов можно использовать оболочечные или 
ламеллярные системы |8|, испытывающие силь­
ный изгиб (рис. 2, схема J). Как показано в работе 
|11|, нелинейным является контакт шероховатых

поверхностей, содержащий микровыступы (рис. 2, 
схема 4). Возможно также использование мегама­
териалов, где сильная нелинейность обеспечива­
ется деформированием упругих элементов, огра­
ниченным связями 112| (рис. 2, схема 5).

Для проведения оценок вернемся к  анализу 
контактов Герца. Учтем, что в равновесии, когда 
падающей волны нет, контакт немного поджат за 
счет собственного веса мембраны (если она ори­
ентирована горизонтально), ее частичного прили­
пания к  стенке или благодаря специально прило­
женной силе /•'0. Акустическая волна возмущает 
приложенную силу F  = F0 + F  и сближение 
X  = Х 0 + X ' . Возмущенные значения, зависящие 
от времени, помечены штрихами. Согласно (29), с 
точностью до квадратично нелинейных членов эти 
возмущения связаны соотношением

/о  +  /^ = 1 .8(£2/?),/2* о/2 +

Отсюда находим константы, определяющие не­
линейную динамику (4) мембраны:

< * l=  —  N ( E 2R)'n x ' l \  У =  -± ~ .  (31)
т '  '  4Х0

Здесь /V— число контактов Герца, определяющих 
жесткость экрана. Из второй формулы (31) видно, 
что при слабом поджатии Х() нелинейность у мо­
жет быть большой.

Подставляя выражения (31) в формулу (27), 
приведем ее к виду

(32)

Ниже будет обсуждаться возможность использо­
вания нелинейных экранов для усиления эффек­
та параметрических громкоговорителей в воз­
душной среде 113|. Типичные уровни акустического 
давления на частотах порядка 40 кГц здесь достига­
ют 100 Па(130дБ). При этом смешение частиц сре­
ды в акустической волне порядка 1 мкм.
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Рис. 3. Нелинейный экран в помещении.
Рис. 4. Индивидуальное использование нелинейных 
экранов.

Примем, в соответствии с технологическими воз­
можностями, R ~ 4 мкм, Е ~ 7.8 МПа, Х 0 ~ 1 мкм, 
N /S  ~ 107 1/м2. При этом отношение амплитуд
(32) будет порядка единицы. Его можно суще­
ственно увеличить за счет уменьшения статиче­
ского поджатая Х0, а также иных технических 
приемов, которые здесь не обсуждаются.

ВОЗМОЖ НЫЕ ПРИЛОЖ ЕНИЯ

Параметрические громкоговорители в воз­
душной среде используют принцип нелинейной ге­
нерации низкочастотных сигналов пучками волн 
большой интенсивности, формируемых высокоча­
стотными излучателями. Этот принцип реализован 
в гидроакустике (см. книгу |14| и приведенную в 
ней библиографию). Позднее параметрические из­
лучатели стали использоваться в воздушной среде 
для создания направленного излучения в слыши­
мом диапазоне частот с помощью ультразвуковых 
излучателей небольшой апертуры. К  сожалению, в 
отличие от подводных приложений, интенсивный 
ультразвук в воздухе, хотя и не слышен человеком, 
но создает дискомфорт и небезопасен для здоровья. 
Это одна из причин, ограничивающих коммерче­
ское использование параметрических громкогово­
рителей 115]. Нелинейный экран может частично 
устранить отмеченный недостаток.

На рис. 3 изображен нелинейный экран, облу­
чаемый волновыми пучками с частотами оэ, и ы2, 
лежащими в ультразвуковом диапазоне. В обла­
сти пересечения пучков рождается волна с часто­
той П  слышимого диапазона. Звук, воспринимае­
мый слушателем, идет лишь от “ пятна" на экране, 
которое может перемещаться, создавая стереофо­
нический эффект. Кроме этого, экран может усили­
вать слышимые частоты и служить элементом, вно­
сящим дополнительный вклад в нелинейную гене­
рацию низких частот в объеме воздушной среды.

На рис. 4 пояснены возможности индивиду­
ального использования нелинейных экранов. 
На рис. 4а экран выполняет функцию наушника. 
Направляя на него ультразвуковую волну, можно

реализовать “ суфлирование”  — скрытно переда­
вать сообщения нужному человеку, не беспокоя 
c io  соседей.

На рис. 46 нелинейный экран выполняет 
функции “ экскурсовода” . Подходя к  экспонату, 
человек получает аудиоинформацию о нем, при­
чем эта информация доступна лишь в специаль­
ной области рядом с объектом.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В работе обсуждается использование нелиней­
ных экранов для преобразования энергии волн в 
низкочастотную область спектра с одновремен­
ным подавлением волн высоких частот. Возмож­
ны иные применения нелинейных экранов, в ко ­
торых подавляются другие выбранные области 
спектра. Как известно, селективное подавление 
“ ключевых”  гармоник — это один из способов по­
вышения эффективности нелинейных взаимо­
действий в средах без дисперсии (см. обзор 116], 
раздел 6). Укажем также, что создание сильно не­
линейных микроструктур (см. рис. 2) и метамате­
риалов на их основе представляет заметный инте­
рес для многих приложений.

Работа поддержана грантом РФФИ 15-02-04306.
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