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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время в различных устройствах 
широко используются изделия из пьезокерамиче­
ских композитных материалов, состоящих из 
ньезоксрамической основы и полимерного на­
полнителя [1]. Отличительными свойствами та­
ких композитных материалов являются значи­
тельное затухание, низкая теплопроводность и 
высокие коэффициенты электромеханической 
связи. Особенно интересными являются задачи 
для волноводов, причем для моделирования рас­
пространения волн и затухания в протяженных 
структурах в настоящей работе использована 
концепция комплексных модулей [2], базирую­
щаяся на обобщении модели стандартного вязко- 
упругого тела па пьезоматериалы с затуханием
[3]. В рамках такого подхода исследованы волны в 
неоднородном пьезоэлектрическом волноводе 
при наличии затухания, обусловленного ком­
плексной структурой физических характеристик.

Среди работ, выполненных в последние годы 
по исследованию структуры волновых процессов 
для вязкоупругих волноводов, отметим [41, где 
анализ осуществлен на основе явного вида дис­
персионного соотношения для полосы [5, 6|, 
причем вязкоупругие свойства моделируются с 
помощью операторов Ю.Н. Работнова |7|.

Отметим, что исследование дисперсионных 
свойств однородных пьезоэлектрических волно­

водов осуществлено в работе |8]. Для волноводов 
с постоянными физическими свойствами также 
эффективным является использование форма­
лизма Стро, в рамках которого может быть по­
строено явное представление дисперсионного 
уравнения (см., например, |9|). Наличие пере­
менных свойств значительно осложняет исследо­
вание дисперсионных свойств, поскольку невоз­
можно получение явного вида дисперсионного 
уравнения. Особенности строения дисперсион­
ного множества в случае неоднородного волново­
да изучены в гораздо меньшей степени и опира­
ются как на теорию спектральных пучков, так и 
на численные и асимптотические методы 110, И].

Отмстим некоторые из работ, посвященных 
исследуемой проблеме для волноводов. В работе 
112] рассмотрены дисперсионные волновые про­
цессы в симметричной трехслойной пластине, 
где каждый слой является однородным и изо­
тропным, получены коротковолновые асимпто­
тики, представлен численный и асимптотиче­
ский анализ дисперсионного соотношения.

В работе 113] исследовано распространение 
упругих волн в волноводе, состоящем из массива 
периодически повторяющихся пьезоэлектриче­
ских пластин с произвольным поперечным сече­
нием. Использована полуаналитическая конеч- 
ноэлементная постановка, позволяющая иссле­
довать распространение волн в неоднородных 
волноводах с периодической структурой.
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Работа [14| посвящена исследованию распро­
странения волн в слоистом пьезоэлектрическом 
прямоугольном брусе. С помощью метода орто­
гональных многочленов задача о распростране­
нии волн в двумерной пьезоструктуре сведена к 
одномерной; представлены результаты для мате­
риалов BSN и PZT-4.

В 1151 исследованы дисперсионные свойства 
волн Лэмба в поперечно-изотропных пьезоэлек­
трических пластинах. Исследование проведено 
для двух видов граничных условий: закороченные 
и свободные от электродов лицевые поверхности, 
в обоих случаях свободные от напряжений. Полу­
чены длинноволновые и коротковолновые асимп­
тотики, представлены результаты расчетов фазо­
вых скоростей и частот в зависимости от волново­
го числа.

В работе 1161 изучено распространение волн в 
слоистой пластине, находящейся на упругой ос­
нове и состоящей из пьезоэлектрической пленки 
и электродов. Проанализировано влияние отно­
шения массы электродов к массе пьезопленки на 
вещественные и мнимые компоненты дисперси­
онных соотношений.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим волны в неоднородном по толщ и­
не бесконечном пьезоэлектрическом слое толщ и­
ны И, где x 3/h  = х  е  [0, lj. Предположим, что 
« |(-*1,*э), « з (* 1 ,* з ) , “ 2 = 0 ,  ф =  ф (х „ Х 3),

Е, = / =  1,3. Уравнения движения в акусти-
дх,-

чееком приближении имеют вид 11)

Эо,
Эх, дх

до,3 = рЭ2м,
Э Г

Эоп
дх.

дОзз п д 2ил
дх-, гУ '

Эх, дх.
(О

а определяющие соотношения в среде без затуха­
ния представимы в виде

°Н = С|1е 11 + С|3£33 ~ е31^3’
g 22 = С,2£П + С|3е33 -  е31Е3, 
а зз = С |3е „  + С33е 33 -  е33Е3,

0 |3 — 2С44е|3 -e\SEb /), — Э[,Е\ + 2е15£13,
1)3 -  Э 33Е3 +  е31£]! + е33е33.

(2)

Здесь использованы обозначения: ф — электриче­
ский потенциал, I), — компоненты вектора элек­
трической индукции, Е , — компоненты вектора 
напряженности электрического поля, Ctj — моду­
ли упругости, измеренные при постоянном элек­
трическом поле, еи — пьезоэлектрические посто­

янны е, Э ,7 — диэлектрические проницаемости 
при постоянных деформациях.

Будем считать, что границы слоя свободны от 
нагрузок, электродированы и закорочены:

а ,з  (х „ 0) = <j i3 (х,,Л) = о з:> (х „ 0) =
= Oi3 (х„А) = ф (х ,,0) = ф(х„А) = 0 .

Отметим, что при наличии затухания опреде­
ляющие соотношения (2) изменяются и модели­
руются операторными соотношениями типа опе­
раторов линейной вязкоупругости в дифферен­
циальной или интегральной форме; при этом 
наиболее часто используется модель стандартно­
го вязкоупругого тела [3].

Решение задачи разыскивается в виде бегущей 
волны, что означает изменение всех функций по 
закону /  = / 0ехр(/(АзС| -(О /)).

Для записи уравнений в безразмерном виде вве­
дем следующие параметры и функции:

к ’ =  рсо2Л2/ ц 0, у =  kh, =  - ih X u u3 = h X 2, 
О,, =  —i[i()X 3, c 33 =  P()A,|, C j = Po сц, ea — eo îj, 
ф = ф0ЗГ5, Э,7 =  Э 0э я, D3 = 0 {)Х Ь\ размерные мно­
жители введены как характерные значения по­
рядков соответствующих величин: ф0е0 = йр0,
е0 = D0 = 1 К л /м 2, рп =  Ю10 Н /м 2, Э0=  10 10Ф/м и 
позволяют характеризовать неоднородности функ­
циями порядка единицы.

После проведения процедуры обезразмерива- 
ния символ “тильда” далее опущен, сформулиро­
ванная краевая задача сведена к исследованию ка­
нонического векторного операторного уравнения 
первого порядка (4) с граничными условиями (5):

X = АХ, Х  = (Х , Х 2 Х 3 Х 4 Х 5 Х Ь)Т , (4)

%з (0) =  Х 3 (1) =  Х 4 (0) =
= ЛГ4(1) = ЛГ5(0) =  * 5(1) =  0,

А = А00- к 2А0| + у А , + у 2А2. (6)

В случае отсутствия затухания матрица (6) по­
рождает квадратичный пучок по спектральным 
параметрам к ,у  и имеет следующие ненулевые 
безразмерные компоненты:

А п: о
* 1 3  =

а2в ~

С44

1>
*  2 4  = ■

'33

о о 
* 5 4  —  “ 2 6 ,

= 3 3 Э33С33с33

4  = - £зз
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л 01 | 01 ,А Ц|. «31 -  I, «42 -  1,

Л 1 - I Sis
А ,: « |2 -  1, «is -  — ,

« 4 4

I _  _ ^ зз£13_±_£зз£21 J  -  J
« 2 1  —  2 ,  « 3 4  —  « 2 1 ,

64
' «зз«1.з -  «зАз

“ 3 6  _  2

с33 + э 3 3 е  3 3

1 , 1  I I  I
« 4 3  ~  ~ b  « 5 1  ~  _ « 3 6 э  « 6 3  ~  _ « 1 5 >

* . эззсРз + 2«13еззе31 ~ с гзез\
л 2 -  “ 3 1  -  « и

«33 + э33«3 3

«65 =  -
( 2

« 1 5
Э ц +  - Ч

V с 44

(7)

Д л я  учета затухания принимается концепция ком­
плексных модулей [2), согласно которой необходимо 
заменить ckj (х) ->  ckJ (х, / к ) , ekj (х) -> ек/ (х ,/к ) , 
экк (х) -» э кк (х ,/к ) , где введены функции от пара­
метра к  дробно-рациональной структуры:

(8,
1 -  inkj (х) к

что соответствует модели стандартного вязко- 
упругого тела с неоднородными свойствами, при­
чем N  kj (х) — аналог длительного модуля, Mkj (х) — 
аналог мгновенного модуля и nkj (х) — безразмер­
ное время релаксации — могут быть функциями 
поперечной координа ты. В этом случае матрица А
имеет видА = А 0 (к) -  к '\А0| + уА, (к) + у2А 2 (к) и 
характеризует спектральный пучок матриц: по 
у  — квадратичный, по к  — дробно-рациональный.

Изучим типичную функцию затухания

6’ ( к) = -— 'пКМ — Re С (к ) + /1 т  (7 (к ) , которая 
1 -  in к

отражает зависимость от частоты упругих и пье­
зоэлектрических характеристик, причем
Re G ( к) =  (| + п к 2М)!( \  + л2к 2), 1 т С (к )  =

=  («к -  л кА /)Д  1 + я 'к  ), и имеет следующие
свойства: lim  Im  6 '(к) = 0, lim  1ш6’ (к) = 0,

К—>0 К—>00
lim  ReC(K) = 1, lim  ReC(K) = M.
к—>0 к—

Поставим задачу исследования соотношений 
между у и к, при которых сформулированная кра­
евая задача (4), (5) имеет нетривиальное решение. 
Эти соотношения образуют дисперсионное мно­
жество задачи. В случае отсутствия затухания 
структура этого множества достаточно подробно 
изучена в упругом случае [5, 10] и для пьезоэлек­
трического волновода [8].

ЧИСЛЕННЫ Й АНАЛИЗ 
ДИСП ЕРСИОН НОГО М НОЖЕСТВА

Для численного отыскания дисперсионного 
множества при любой частотной зависимости и 
любом (даже кусочно-разрывном) виде неодно­
родности представлен способ исследования крае­
вой задачи (4), (5). Он заключается в разделении 
вещественной и мнимой частей в системе диффе­
ренциальных уравнений (4), после чего система 
удвоенной размерности решается метолом при­
стрелки путем сведения решения исходной крае­
вой задачи к  решению набора задач Коши. Извест­
но, что система имеет нетривиальные решения при 
однородных граничных условиях в случае, когда 
определитель пристрелочной системы обращается 
в нуль, а нули определителя, определяющие точки 
дисперсионного множества, найдены с использова­
нием метода продолжения по параметру к.

Для исследования структуры дисперсионных 
множеств введем несколько следующих функ­
ций, характеризующих неоднородность для упру­
гих характеристик:

/ |  W  = 1,

Л ( * ) = з 4 + - 0 /4 -
0.8, 0 < х  < 0.2,
1-3, 0.2 < х  < 0.4,

х) = - 0.8, 0.4 < х  < 0.6,
1.3, 0.6 < х  < 0.8,
0.8, 0.8 < х  < 1,
1.2, 0 < х  < 0.2,
0.7, 0.2 < х  < 0.4,

х ) = - 1.2, 0.4 < х  < 0.6,
0.7, 0.6 < х  < 0.8,
1.2, 0.8 < х  < 1,

(9)

и функции, моделирующие различные виды не­
однородности для пьезоэлектрических характе­
ристик:

S i(x ) =  l, £2 (* )  = 3(l + x 2)/4 , 

f t W  = 3 ( 2 - х 2)/5 .

Для сокращения записи далее введем оператор
f Iинтегрирования по отрезку: T{h{x))=  h(x)dx.  

Отметим, что все введенные функции в (9), (10) 
обладают следующим свойством: Т  { / ) (*))  =  
=  Т {gk (*))  = 1, j  = 1,2,3,4, k = 1,2,3.

Будем считать, что свойства пьезослоя моде­
лируются следующим образом:
Cj (х ,к ) = Cjfk (х )6’ (к ) , еи (х, к) = evgm (х )С (к ), 
эи  (х, к ) = эjjSm (х )G ( к ) , где я = 0.1, М  =1.5. За-
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Рис. 1. Дисперсионное множестно задачи без затухания — о, вещественная часть дисперсионного множества с затуха­
нием — сплошная линия. / — мода 1,2— мода 2.

метим, что затухание отсутствует, когда п -  0 или 
М  = 1 (С (к) = 1 — предельный случай).

Отметим некоторые общие закономерности 
строения дисперсионного множества.

1. Точка к = 0, у  = О всегда принадлежит дис­
персионному множеству. В этом случае задача
(4), (5) имеет следующие нетривиальные реше­
ния: X = (I 0 0 0 0 о)7’ , X = (0 1 0 0 0 0)г . Пер­
вое решение отвечает поступательному переме­
щению вдоль оси * 1, второе — поступательному 
перемещению вдоль х3.

2. у = 0, к  *  0 (стоячие волны). Отметим, что 
задача без затухания (п = 0) в этом случае имеет 
вещественный спектр, который характеризует 
тол щи иные резонансы волновода; в силу анали­
тической природы дисперсионного множества
[10] из этих точек выходят ветви дисперсионного 
множества, которые пересекают ось к  под пря­
мым углом, имеются участки нормальной и ано­
мальной дисперсии.

3. к  = 0, у *  0 (статический случай). В этом 
случае матрица (6) вещественна и спектральная 
задача имеет набор комплексных собственных 
значений следующей структуры: ук = +Г|А±/^4.

На рис. 1 представлены результаты расчета 
компонент дисперсионного множества в идеаль­
ной среде (без затухания, М  =  1) и в задаче с зату­
ханием (Л/ =  1.5) для безразмерных параметров 
сп = 11.22, с,з = 6.22, с33 = 10.6, сА4 = 2.49,
ез\ = -3.4, = 15.1, е31 = 9.45, эм = 72.57,
э33 = 82.74 (соответствует материалу Ц ТС -19 [1]).

Расчеты показали, что при наличии затухания 
пропадают точки толщинных резонансов, харак­
терные для идеальных волноводов. Дисперсион­
ные кривые с аномальной дисперсией при М =  1.5 
кардинально меняют структуру и берут начало из 
точки на комплексной плоскости ( к  = 0).

ДЛИННОВОЛНОВАЯ АС ИМ ПТО ТИКА

Исследуем структуру дисперсионного множе­
ства в окрестности начала координат. Для этого раз­
ложим в ряд Тейлора компоненты матрицы (6):

“и ( К) = ау0 + а о1к  + аО2к 2 + ...,

а спектральные параметры будем искать в виде 
разложения по малому параметру 6:

у  = </,8 + d2b2 + d3S3 + ..., к  = /з,8 + р282 + ..., при­
чем рь р 2, . . . е  %

Таким образом, имеем спектральную задачу

вида X' = В (8)X, где В (5) = В0 + В,8 +  В,82 + ... с 
граничными условиями (5). Отметим, что матри­
ца В0 имеет вещественные компоненты. Осуще­
ствим разложение компонент вектора X по пара­

метру 5 X = Х 0 + Х,8 + Х 282 + ... и сформулируем 
операторные задачи при одинаковых степенях 8:

х 0 — ВпХо, X, =  В(,Х| +  F|, Х 2 =  В()Х 2 +  F2 и Т.Д., 

где F, = В,Х0, F, = В,Х, + В ,Х0 и т.д. Здесь
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(0 0 * 1 3 0  ( х ) 0 0 0 л
0 0 0 * 2 4 0  ( Х )  0 * 2 6 0  ( Х )

0 0 0 0 0 0
В «  = 0 0 0 0 0 0 ’

0 0 0 * 5 4 0  ( Х )  0 * 5 6 0  ( - ж )

l o o 0 0 0 0 7
'  0 d\ ptam {x) 0 t/|fl 5 0  ( х ) 0

* Т * 2 ю ( Х ) 0 0 /> 1 * 2 4 1  ( * ) 0 /> 1 * 2 6 1  ( Х )

0 0 0 < * 1 * 3 4 0  ( х ) 0 < * 1 * 3 6 0  ( х )

0 0 -<*, 0 0 0
< * 1 * 5 1 0  (■*) 0 0 / ’ 1 * 5 4 1  ( х ) 0 / > 1 * 5 6 1  ( Х )

0
\ о  < * 1 * 6 3 0  (■*■) 0 0 0

/ 0 < *2 Ь13 0 ь , 5  0]
d\P}a2u (х) + d2a2u){x) О О Ь24 О Ь2Ь

<*i2*3io ( * ) ~ P i  0  0 Ь:А 0 Ьъь

0 - p i  Ьп  О О О

< * l / ’ l * 5 l l ( X )  + < * 2 * 5 1 0  ( Х )  0  0  *->54 0  й 5 6

О 0 663 О ЬЬ5 0 j

bjk — ненулевые элементы, которые не понадо­
бятся для вычисления F2; задачи при третьей и 
четвертой степенях 8 решены без приведения со­
ответствующих матриц и векторов F, и F4, при 
этом выполнены следующие граничные условия:

х ъ (0) = * *  (1) =  X*  (0) =  (1))

= Л'* (1) =  Л'* (0) =  A's* (1) =  0.

Решение однородной задачи нулевого прибли­
жения, как указано выше, имеет два собственных
вектора -  X = (I 0 0 0 0  О)7 , X = (0 I 0 0 0 0 ) ' , 
а остальные задачи являются неоднородными,

имеют вид X*к =  В0ХЛ + Fk, причем правые части 
F* выражаются через векторы, найденные на 
предыдущих этапах. Известно, что такие неодно­
родные задачи разрешимы лиш ь при некоторых 
ограничениях па правые части. Изучим неодно­
родную задачу и найдем условие разрешимости. 
Для скалярных операторов второго порядка име­
ется вполне определенная процедура нахождения 
такого условия [ 171, а для рассматриваемой век­
торной задачи осуществим следующие построе­
ния. Умножим скалярно неоднородное уравне­
ние к -го приближения на пробный вектор Y и 
проинтегрируем по отрезку [0, 1], а затем в левой 
части осуществим интегрирование по частям:

1
(x a,y )|‘ - J ( x *,y v *  =

о
] 1

=  J ( X * , B 0r Y ) d c  +  J ( F * , Y ) r f * .

о о
Потребуем, чтобы У, (0) = У, (1) = У>(0) =

=  У2(I) =  У6 (0) =  У6 (1) = 0, тогда слагаемое

(X*,Y)|J обратится в ноль. Также потребуем, что­
бы вектор Y являлся решением сопряженного
уравнения —V  = В7, Y. Нетрудно показать, что та­
кой задаче удовлетворяют два вектора:
Y, =  (0 0 1 0 0 О)' , Y2 =  (0 0 0 1 0 0 ) ' . На осно­
ве изложенного можно заключить, что условие 
разрешимости неоднородной задачи состоит в 
выполнении условия ортогональности

J o' ( F * , Y ) r f x  =  0 .

Определим скалярное произведение вектор- 

функций: (a,b)* =  j~ (У '* | ак (x )b k (х)|Дх. Дать- 
нейшее рассмотрение задач проведем раздельно.

Случай I. Пусть Х0 = (1 0 0 0 0 О) 7 , тогда в за­

даче Х ’| =  ВЦХ| +  F, условие (F,, Y,)* = (F,, Y,)* =  0 
выполняется тождественно. Решим систему перво­
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го приближения и определим компоненты вектора 
X, в следующем виде:

х, -(1 * 2, (х) 0 0 * sl(x) d tl ) r , 

где

I = - 7 '( a 5io(^))(7’(^56nW ))"1- 

Персйдем к рассмотрению задачи второго при­

ближения Х’2 =  В0Х2 + F2. Условие (F2,Y,)* =  0 

приобретает вид d xa3X0 (х)  + d{/am) (х) -  р] =  0, а 
условие (F2,Y2)* = 0 выполняется тождественно. 
Отсюда получаем соотношение для коэффициен­
та =+/7,(7’(а3|0(х) + /я360 (х))) 2, определяю­
щего наклон вещественной части дисперсионной 
кривой. Далее находим, что Х Аг =  О, Х ь2 =  const.

Из граничных условий (11) для Х 2 используем 
*52 (0) -  0, X 52 (1) = 0 и определим

*62 = ~{d\P\lT («561 (■*)) + d\T («5Ш (*)) +
+ dxpxT  («5|, (x)) + d2T  («5Ю (x)))(7’(«S60(x))) 1.
Остальная часть решения может быть найдена, 

однако далее не будет использоваться.

В задаче при 8 ' используем лиш ь третье урав­
нение:

*зз = ^ [аш { х ) Х (,2 + dxa3tQ(x)  + d xpxa-ixx (*) +
+ 2rf|</2a3io (*) + d xp lta36x (*) + d\d2Iai60 (■*) -  

-  P\ ~ 2Р\Рг-
Решая это уравнение и удовлетворяя гранич­

ным условиям * j 3 (0) = 0, *зз (1) =  0, можно най­
ти 1 m (d2), Re(t(2) и р2. Так, например.

— I m(rf2) = dx
РI

Ж  (Im  («5| 1 (х))) +  12Т (1 m («56| (х))) -  Т (1 m («3,, (х))) 
2 /Г («360 (х)) +  27’(«310(х))

Случай 2. Перейдем к peineiшю задачи первого при­

ближения X’, =  В0Х, + F, при Х0 = ( 0 1 0  0 0 О) 7 . 
Условие (F|,Y,)* =  (F,,Y,)* =  0 выполняется тож­
дественно. Решая систему, получим, что
Х| =  [dxx  + С| 1 0 0 0 О)7 . Далее из условия 
(F2, Y3)* = 0 получим, что рх =  0.

Х 2 имеет компоненты: Х х2 = (d , + d2) x  + с2, Х 22, 
* 32= 0, * 42 = 0, * 52, *62 = ~di(dxT ( a 5x0( x ) x )  +
+  с , 7 ’ ( й 5 1 0 ( х ) ) ) / ( Г ( й 560 ( х ) ) ) .

На следующем этапе вычислим *з3(х) =

d\ |(/-i +V) J"o аш  {l)d t  — (t — h ) «310 M dt j ,
г д е  / 3  =  ( / 27 ’ ( o 5 , o ( x ) x )

- T { a m (x)x))/(.l2T ( a 5X0(x))  -  7 '(азш(х))),
U = T ( ^ o ( x ) x ) / T { a 560 (x)).

В задаче четвертого приближениях 4 = В„Х4 +  F4 
условие разрешимости (F4,Y2)* = 0 приводит к 

соотношению р \  + d { f  ( Х 32(х)) = 0, что позволя­

ет найти d' /pr ,  = ((/4 +  /3/ ) Г ( ( 1- х ) а 360 (х)) -

-  7' ( ( ^ - /з )0  - - * ) а 3ю М ) Г '-
Используя квадратичное приближение из пер­

вого случая и задав определенные значения пара­
метров, построим графики вещественной и мни­
мой частей моды 1 (см. рис. 1) дисперсионного 
множества, полученные с помошыо асимптоти­
ческого подхода и на основе численного расчета.

и сравним их для определения области примени­
мости асимптотического решения (рис. 2). Вид­
но, что вещественная часть является линейной в 
окрестности начала координат, а мнимая — квад­
ратичной. Отметим, что расхождение не превы­
шает 1 % в области к  < I .

Таким образом, можно сделать вывод, что по­
лученное асимптотическое решение с высокой 
точностью описывает вещественную часть в об­
ласти к < 5 (расчеты проведены для неоднород­
ности механических характеристик / 2(х) и нали­
чия затухания).

Представим результаты расчетов коэф фици­
ентов асимптотического разложения для всех 
введенных видов неоднородности:

Вид неоднородности d\/p\ \m{d2)/p]

/и g| 0.3634 0.00909
/ь £2 0.3618 0.00899
/ь«з 0.3623 0.00901

Для сочетания неоднородностей ( / , ,  g,), 
( f i ,  gi), ( / 3, £ |), ( / 4, £,) получены одинаковые ре­
зультаты для этих коэффициентов, что свидетель­
ствует о том, что вил неоднородности механических 
характеристик (при равных средних) не влияет на 
асимптотические значения, а неоднородность пье­
зоэлектрических характеристик меняет величину у 
в окрестности начала координат.
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Re у Im y

Рис. 2. Вещественная (слева) и мнимая (справа) части моды I (асимптотики — точки, численное решение — сплошная 
линия).

МЕТОД ГАЛЕРКИНА

Для построения прикладной теории, позволя­
ющей дать приближенные оценки дисперсион­
ного множества алгебраическими кривыми, ис­
пользован метод Галеркина. Введем следующие 
координатные вектор-функции:

1. Ф , = (*-1 /2 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ), Ф , = (0,1,0,0,0,0), 
Ф 3 =  (0 ,0 ,* ( * -1 ) ,0,0,0),
Ф 4 = (0 ,0 ,(),*(*- 1 /2 ) ( * - 1 ) ,0,0),
Ф 5 = (0 ,0 ,0 ,0 ,* (* -1 ) ,0 ) ,Ф 6 = (0,0,0,0,0,1).

2. Ф , = (1,0,0,0,0,0), Ф 2 = (0 ,*-1 /2 ,0 ,0 ,0 ,0 ), 
Ф 3 = (0,0, *  ( *  -  1),0,0,0), Ф 4 =  (0,0 ,0,*(* -  1), 0,0), 
ф 5 = (0 ,0 ,0 ,0 ,* (* -1 ) ,0 ) ,Ф 6 = (0,0,0,0,0,1).

Отметим, что описанные наборы 1, 2 удовле­
творяют граничным условиям (5). Будем искать 
решение исходной спектральной задачи в виде 
линейной комбинации:

ь
X = 2 > * Ф * .

*=1

Введем Ч', = (*,0,0,0,0,0), 4х2 = (0,*,0,0,0,0),
Ч', = (0,0,*,0,0,0), ч* 4 = (0,0,0, *,0,0),
Ч»5 = (0,0,0,0 ,*,0), Ч '6 = (0,0,0,0,0,*) и невязку 

векторного уравнения R = ^ск |ф * -  А Ф *||. 

Из условия ортогональности невязки набору век­
тор-функций *Р„, получим систему линейных ал­
гебраических уравнений вида

(  6

v*=i У
= 0, т = 1 ,2 ,...,6 ,

где У km =  IФ* -  АФ 4, Ч1

Уравнение detV4ni =0, полученное для набо­
ров 1, 2, задает алгебраическое приближение ис­
комых компонент дисперсионного множества.

Проведен вычислительный эксперимент, в ко­
тором осуществлено сравнение первых двух вет­
вей дисперсионного множества, построенных ме­
тодом Галеркина, с численным решением, постро­
енным с помощью метода пристрелки (рис. 3).

Нетрудно видеть, что этот подход дает доста­
точно хорошее приближение первых компонент 
дисперсионного множества алгебраическими 
кривыми, которые строятся единообразно для 
произвольных законов неоднородности. Успех 
такого подхода обусловлен специальным выбо­
ром координатных векторов, которые похожи на 
собственные формы. В то же время стремление 
приблизить и следующие ветви приводит к  увели­
чению размерности в линейной комбинации, и 
вычислительные затраты становятся сравнимы­
ми с прямым численным счетом.

На рис. 4, 5 в качестве примера представлены 
собственные формы задачи без затухания и неодно­
родности механических характеристик / 2 (* )  на ча­
стоте к  = 5 для первой дисперсионной ветви.

Вычисление собственных форм с помощью 
метода пристрелки показало, что с ростом часто-

АКУСТИЧЕСЖИЙ ЖУРНАЛ том 63 № 4 2017



346 ВЛТУЛЬЯН, ЮГОВ

Рис. 3. Мода 1 (слева), мода 2 (справа). (Метод Галеркипа точки, метод пристрелки — сплошная линия, / — веще­
ственная часть, 2 — мнимая часть).

Рис. 4. Собственные формы моды 1 при к = 5.
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Рис. 5. Собственные формы молы 2 при к = 5.

ты формы значительно меняют свою структуру и 
сильно отличаются от форм в низкочастотной об­
ласти, где четко можно разделить продольную и 
изгибную моды.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Изучены некоторые особенности строения 
дисперсионною  множества задачи о  распростра­
нении волн в неоднородном по толщине пьезо­
слое с затуханием. Построено асимптотическое 
решение в низкочастотной области. На основе 
метода Галеркина составлен алгоритм аппрокси­
мации ветвей дисперсионного множества алгеб­
раическими кривыми, которая является доста­
точно точной в окрестности малых значений к,у. 
Построена область дисперсионного множества 
задачи на основе численных решений методом 
пристрелки. Реализован подход, позволяющий 
исследовать произвольные законы неоднородно­
сти (непрерывные, кусочно-постоянные).

Работа выполнена в рамках проекта РФФИ 
(код проекта 16-01-00354) и при поддержке гранта 
Президента Российской Федерации (проект 
МК-3179.2017.1).
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