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Оптическая теорема обобщается на случай возбуждения локальной неоднородности, внедрен­
ной в прозрачную подложку, мультиполем произвольного порядка. Показано, что для вычисле­
ния обобщенного сечения экстинкции достаточно вычислять производные от рассеянного поля 
в одной единственной точке, добавляя константу и определенный интеграл. Кроме общенауч­
ного интереса, это обобщение дает возможность вычислять сечение поглощения посредством 
вычитания сечения рассеяния из сечения экстинкции. Последнее обстоятельство представля­
ется важным, гак как рассеянное поле в дальней зоне не содержит интегралов Зоммерфельда. 
Кроме того, сделанное обобщение позволяет тестировать компьютерные модули для случая рас­
смотрения неоднородности без потерь.
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ВВЕДЕНИЕ
Оптическая теорема (ОТ) является фундамен­

тальным результатом математической теории ди ­
фракции волн. В случае возбуждения локального 
препятствия плоской волной сечение экстинк­
ции пропорционально амплитуде рассеяния в на­
правлении распространения плоской волны [1|. 
В российской научной литературе термин ОТ, по- 
видимому, впервые появился в монографии |2 |. 
ОТ играет важную роль в оценке сечения погло­
щения для случая неоднородности с потерями 
посредством вычисления разности между сечени­
ем экстинкции и сечением рассеяния |3, 4J. ОТ 
широко известна не только в теории дифракции и 
распространения волн, но также в акустике, сей­
смике, электромагнетизме и даже квантовой ме­
ханике [5—9]. В вычислительной дифракции она 
используется для проверки компьютерного моду­
ля для случая неоднородности без потерь путем 
сравнения сечений рассеяния и экстинкции [10].

Существует целый ряд обобщений ОТ в случае 
возбуждения акустических пучков |11], неэла­
стичного рассеяния [12] и анизотропных и биани- 
зотропных рассеивателей [ 13]. В ряде работ [ 14—181 
ОТ была обобщена на случай дифракции плоской

волны локальным препятствием в присутствии 
слоистой среды, включая возбуждение неизлуча­
ющими волнами. В [ 19, 20] было проведено обоб­
щение ОТ па случай возбуждения точечным ис­
точником препятствия в свободном простран­
стве. В работе [211 ОТ впервые была обобщена на 
случай возбуждения рассеивателя точечным ис­
точником в присутствии полупространства. В ра­
боте авторов [22] ОТ была распространена на слу­
чай возбуждения проницаемого препятствия, 
расположенного внутри прозрачного полупро­
странства, при возбуждении осесимметричным 
мультиполем (с азимутальным числом т =  0). 
В настоящей работе ОТ обобщается на случай 
возбуждения неоднородности, расположенной 
внутри проницаемой подложки мультиполем 
произвольного порядка (т ^  0). Впервые установ­
лено, что обобщенное сечение экстинкции мож­
но привести к виду, не содержащему несобствен­
ных интегралов. Показано, что вычисление сече­
ний рассеяния как в верхнем, так и нижнем 
полупространствах не требует использования ин­
тегралов Зоммерфельда.
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ОПТИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО МУЛЬТИПОЛЯ 

В ПРИСУТСТВИИ ПРОЗРАЧНОГО 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА

Рассмотрим математическую постановку ска­
лярной залачи дифракции на локальной неодно­

родности Д  с гладкой поверхностью ЭД е С12'п) 
поля мультипольного источника произвольного 
порядка, расположенного в точке М и. Пусть все 

пространство 9С разделено плоскостью Е (z = 0) 
на два полупространства Д  с волновыми числами 
kh I = 0, 1, при этом Д,: (z > 0), а Д : (z < 0). Бу­
дем полагать, что начало декартовой системы ко­
ординат выбрано на плоскости Е, а источник рас­
полагается в верхнем полупространстве Д ,  на оси 
0г  в точке М 0 = (0,0, Пусть неоднородность 
находится в нижнем полупространстве Д  cz Д , 
Тогда математическая постановка задачи может 
быть записана как

A U0 +kZu0 = - J ( M ,M 0), М ,М 0 е  /)„; ( 1 а)

Д U,+ k?U, =0, M e  Д , / = 1,/;

[U(P)\ = [dU(P)/dn\ = 0, F e d Д ; 
И 0 ] = [Э(/(Д)/Эг] = О, ОеН;

l im r
Г — > «

д У,
дг

+  У В Д  =  о ,
/ =  0, г >  о, 
I =  1,  г  <  о ,

max Э Д
Эт , Д  = 0

-Л5

р ->  г  =  ± 0 , р 3 =  * 2 +  у 2.

(16)

( 1 в)

(1Г)

О д)

Здесь J (M ,M V) определяется порядком мульти- 
поля, [.] означает скачок полей при переходе че­
рез поверхности, п — нормаль к поверхности рас­
сеивателя ЭД. Отметим, что поставленные усло­
вия на бесконечности призваны обеспечивать 
единственность решения поставленной краевой 
задачи (1) 12 3 ] . Будем полагать, что рассеиватель 
может быть неоднородным, с непрерывными ха-

'у
рактеристиками среды внутри к - ( М )  е  С (Д ), мни­
мая часть которых — поглощение или прозрачность

Im k f(M )  < 0, а поглощение в верхнем и нижнем

полупространствах отсутствует 1 m к }  = 0 , / = 0 , 1 , в 
соответствии с выбранной временной зависимо­
стью ехр(/со/).

Как известно [24], для сферических мультипо­
лей справедливо следующее фундаментальное 
представление:

< (Л / ,  М0) = hl2)(k0r)P:n (cos в)е~лщ = 

= Ai A)
(2)

при этом дифференциальный оператор Д'" име­
ет вид

Д Г  = (-1 Г / j г д_ _ .д_) Т" ( ■ -ч \  р(т)\ J_d_
* 0

■,дх J ду; " U o
(3)

здесьhi2)(x) — с([юрическая функция Ханкеля, RMM<i =

=  \ м - м 0\, Р<Г\c o s 6) =  ^ '" P"(C0Sm9 ) , Д (СО 50)
d(COS0)

полином Лежандра. Зафиксируем теперь про­
извольные целые значения п,т, п е  N, т < п. 
Учитывая, что фундаментальное решение урав­
нения Гельмгольца имеет вид Ч'(А/,Л/0) =

=  eM "'«/4KRMMo и h f \ k , R MMo) =  уу5ф (Л /,Л /0),
к о

получим

\ k 0R MMo)  + k 0h l ) \ k 0R MMii)  —

= -УТ5 §(Л У -М 0),
«о

здесь 5 — дельта функция Дирака. В силу опреде­
ления мультиполей (2 ) имеет место

А < '  +  * о Ч "  =  (А  +  к 2 )  D X \ k 0R MMo)  =

= - j ^ D: m - M ()).
*о

Сравнивая ( la) и (4), легко видеть, что J(M , М0) = 

= j ~  Dnn'b(M -  Л/0).
h

Выберем сферу радиуса R с центром в нача­
ле координат, содержащую точку источника М0 и 
неоднородность Д  внутри себя. Обозначим круг, 
который сфера вырезает на плоскости Е, как СК. 
Будем обозначать через l)R область пространства 
внутри сферы Ей. Она состоит из двух полушаров 

l)R = Dr u  Dr, каждый из которых ограничен по­

верхностями Дд u C s и и Д .  Применив в l)R
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вторую формулу Грина к решению задачи (1) Uп и Введем в рассмотрение диаграммы направлен­
ности полей 125], включающих в себя излучение

U0, имеем мультиполя:

J  (Л  У  (|У 0 — Д  t/(i U n ) d x

- j k , r

1>'и

=  s_ WVfLU* -dU o_Uo ^ 0 .
(5)

Э n " Э л

Беря мнимые части от обеих частей (5), получим

= Im

Im J J* (P ,M 0)U0(P)dT
i>'„

г ЭС/,, , f  ЭU
•* Эл

(6)
-U ^ d a -X m  J ' ^ A Ui)d<3.

U ,(M )^ e-— Fl(Q,<p) + o(r '), 
k,r

1 = 0,1, r ^ o o ,  г ^ О .

Здесь / 7 (6 , ф) — функции, заданные на единичных 
полусферах LI' =  {() < 0  < тс/2 ; 0  < ф < 2 л} и П~ = 
=  {тс/ 2  < 0  < л; 0  < <р < 2 л }.

Покажем, что имеет место следующее соотно­
шение:

дп
Im  lim  (* -—k u f d o  -  —-  f  |/^|_£/о, /  = 0 , 1 . ( 1 1 )«-»«. J дп к/

dzs* с„

Аналогично, применяя вторую формулу Грина к
*

U| и (/, в DK, имеем

lm Г d U I
J дп

U, d<5+ 1т Э(/, „*
эо, дп

U, d o  +

Рассмотрим верхнее полупространство [)0. Выде­
лим вблизи плоскости Е цилиндрическую по­
верхность Ед, радиуса R и высоты 0 < б ^  I . 
Гладко замкнем сверху эту поверхность полусфе­
рой Ед8. Запишем поток энергии через построен­
ную суммарную поверхность как

+ Im = о.
(7) Im I Э U а , . г dU  о— a f/0</O+ Im — - Эл дп

— Л
2я 6Э<;

и :  da  =

Складывая (6 ) и (7) и учитывая при этом условия 
сопряжения для полей на плоскости Е, получим

= I m J ^ - U * d ( S  + Im  J J^ t / 0' ЛЭ/Мф.
о 0

ЭЛ

Im  f  J*(P,M{))U{)(P]dx,, = Im f  ^ u t d o  +
J J Э«
D'„

+ Im ^ '( / iV o  + Im I '^d-U, do.
dr

(8)

so,
Эл

Устремляя в последнем интеграле Л —» «>, ис­
пользуя неравенство Коши и асимптотическое 
условие, полученное на основе анализа полю­
сов функции Грина полупространства [23],

f i f emax-:
[ Э R М = О R 2J, R —> z  -  +0, легко

г2* г ЙЭ (/„,,*.видеть, что при 5 -»  0 Im j" |  - —4Jlt RdRd([> = 
Применяя вторую формулу Грина к £/, и (/,* внут- =  0(§) в итоге получаем ° " dR
ри неоднородности D,, будем иметь

Im  f  ^ U*da=  f  l m k f  (Р)Ю,( P f  dxP = 
J Эл J

I i m 1 i m I m
a—>co s->o

ЭСс
дп

U0d o  = lim  Im
Я-М« I

Э t/ 0 JA U0d<5. 
Эл

30, о.

= —J" | lm k?(P)\\Ui(P)\2 dxP.
(9)

o,

Сравнивая ( 8 ) и (9), получаем

Im |‘ ./*(Р,Л/0 )(/п(Л)ЭТд = Im  f  ^ S .U * d a  + 
J J An

W  Si
Используя в последнем интеграле условия излу­
чения Зоммерфельда и определение диаграммы 
направленности, получаем

lim  Im  f  ——U^do = lim  Im  I" (/0V/o = 
«-->» •* Эл л-»» J ЭЛ

sisi
«->=•

+ Im |  —- M j * d G -  J*|lmA:/2(/,)||f/ /(/5)|2 rfx,
s„ о,

(Ю)

= —7: 0  lim  [ |/У0|'Э о  = —-
s*

dax
°n*

Таким образом, установлена справедливость ( I I )  
для верхнего полупространства. Аналогично (11) 
устанавливается и для нижнего.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 63 № 4 2017



352 ЕРЕМИН, СВЕШНИКОВ
Поскольку (8) справедливо для всех значений R, то

- I m  f J*(P ,M 0)U0(P)dTP = — [ | / 0| ’t/со +
п ки о*" 2 Q (12)

+ 1 J |f,| </ю+ \ \ l m k ? ( P p , ( P t f d T P.

1 а  о,
Кстати, из последнего соотношения легко показать 
единственноегь решения граничной задачи (1).

Преобразуем интеграл в левой части последнего 
соотношения, используя свойства 5 функции [26]:

Im |  J*(P, M 0)U0(P)dTf
А,

Im  \ f \ \  1 );Г Ы Р -М 0)
ч» 0+

=  4*Im I d T ) T u 0(P)

U0(P)dxP \ = 

5 (P -  M u)dTP,

(13)

здесь

D r  = D

(_ !)" '(_у)"+1 У Г д_ + у А |
т

р Ш
'

О а ]
ко \дх ду) кко dz,

Тогда (12) принимает вид
, т

—  Im Г
к0 J

А,
J_
ко

+

о :

F0\'d(o + -  
1 Л,

8(Р -  М^у/т,, =

J  |Т,|2г/со+ (14)

Будем строить решение задачи дифракции (1), 
следуя 127]. А именно, полное поле разбивается 
на поле источника, удовлетворяющего условиям 
сопряжения на плоскости Е, и рассеянное поле
Uq, которое также должно удовлетворять этим 
условиям. Следовательно, в данном случае поле в 
верхней полуплоскости может быть записано как
U0(M ) = + где 111 -  поле мульти-
польного источника, удовлетворяющего услови­
ям сопряжения на плоскости Е. В этом случае 
фундаментальное решение Ф(А/, М 0) заменяется 
функцией Грина полупространства, которая мо­
жет быть представлена в виде интеграла Зоммер- 
фельда [ 271:

G (M ,M 0) = ^ - \ j Q(Xr)v(X,z,Zo)XdX, (15) 
4 n J

о

где Уп(.) — цилиндрическая функция Бесселя,
г 2 =  р 2 + (z  -  Zo)2, а v — спектральная функция, 
обеспечивающая выполнение условий сопряже­
ния при ^ =  0 [28]. Она имеет следующий вид:

v(Kz,Zo) =

ехр(-Ло |g -  g0|) [ Л о ~ Hi 
Во Ho+Hi

(16)

х  е х р { -л 0(г + г0)} ^ > ()

По
z 0 > 0,

2П0 ехр{т1|2-По-^о} 
По + Hi По

здесь ц 2 = X2 -  к 2, I = 0,1. Заметим, что первое 
слагаемое в (16) соответствует фундаментальному 
решению уравнения Гельмгольца в свободном 
пространстве ЧJ(M ,M Q). Выделяя сингулярность, 
представим функцию Грина (15) в виде G(M,M„) = 
=  ЧК(Л/,А/0) + G(M, Мо), где G — та часть функции 
Грина, которая не содержит особенностей вне 
плоскости Е. Тогда поле мульгиполя, удовлетворя­
ющее условиям сопряжения на Е, принимает вил

w;?(M , Мо) = у- о :  {Ф(М, М 0) + G{M, Мо)} 
ко

или

w : ‘(M ,M o) = w;'(M ,M o) +

+ 1  071
По

Здесь для краткости введено обозначение 

Л(Х) = —— — . Преобразуем интеграл в левой ча-
П о + H i

сти (14) следующим образом:

\ d? (U & P )  + W ?(P ,M  о) )х

А)
X 5( Р -  Мо)с1%„ = { й ? Щ (М )} к=Ы'  + (18)

+ J  D’; r w : \ p , M ^ P - M o ) d x P.
А.

Первое слагаемое существует при любых значениях 
п,т, так как (1{](М ) является аналитической функ­
цией всюду в /)0 [25]. Как известно |22|, интеграл

I m f I / ) , '> : ' ( Л  Л/0)]б(/> -  M„)dxP представ-
к о j a>l j
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ляет собой полный поток энергии от мультиполя, Подставляя в (20), имеем 
расположенного в свобод!том пространстве, то есть

“ Im Г[лв"Ч"(ЛА/0)]х
А,

х  8 (Р -  M 0)dx,, = den,
х

\ j - \A { X )D ; : 'D : j» ( k p )x

XdXb(P -  M 0)dxP =

А, о
ехр{-Ло(г + Zo)}

где Fw— диаграмма излучения мультиполя, a £2 — 
единичная сфера. В силу определения (2), диа­
грамма имеет вил

^ „( 0 , 9 ) = (у)" ' exp-f-y’A:,,^ cos 0} P''\cos  0)е Jmp,

здесь Р™(х) — присоединенный полином Лежанд­
ра [291- Тогда

2 л  л

| \F„\ d<o = | < /cp j[/r(cos0)j s in6Э0 =
Q 0 1)

4к  (n + m) I 
2n + \{n  — m)\

По
\2m

1 Эр2m Л Д Р )  x
' P=0 ( 21)

Ло

_  ( - \)'"(2m -  l)!l СП,, _  П

(2 m)!! „Ло + r lis:
X

X P,("02
“ Т'Ло 

v *o у
схр{-2л 0го} ̂ 2/w+l

Ло
Собирая вместе полученные выражения (19), 
(2 1 ), получим, что

- ~ l m  J D TU a( P W  ~ M ,)dxP =

Таким образом, получили

~ l r a  j  [ О Г * Ж М 0) ] 8 ( Р  -  M 0)dXf

4 п  (я + т ) !  4л(—1)"'(2т — 1)!!
кц (2п + 1 )(л -  т)\ к0 (2 т ) !!

х

(22)
1 т  Г По— HipP"»2 

J Ло + Л|

_ 4к {п + т)\ 
ка (2п + 1)(я -  т ) !

(19)

“ Но
V К  /

; ; схр{-2п0го}^2»+Ед
Ло

х

Рассмотрим подробнее интеграл в (22). Ясно, что 
Распишем интеграл в правой части (18) с учетом при ^  > т а х (А:0 Д |) 1шп0 1  = 0- Основываясь на 
(17). Имеем

свойствах Р'"' (ух) при Im x  = 0 [29|, в зависимости 
|  Dm+W'"(P М jbiP -  М )dx -  от конкретных значений п,т, имеет место: либо

Re P™(jx) -  0, либо 1 m P,'m'(jx) = 0. Слелователь-

Г о ’г » : ( р , м ^ р - м ^ % Р +
j но, I m p(«D ' и - М
А, v к 0)  J

+ \ ± \ a (X)d : +d : j 0(x  Р) х

= 0 при V«,m, п е 14 п >  т

(20) и А. > тах(А 0 ,А|). Таким образом, при А, > к() полу­
чаем

к [ |
А, о

Ло

Используя соотношения 

легко получить, что

Г)"" /)"' =  д 2т
»  " , 2т л 2т

1т Г— — — / > п( л | )2  

„ Ло + Л|

—  ± у  —дх <)у.
= e±jv-$~, 

Эр

~ i п.V К0 у

х ехр{-2Лц^|,} ̂ 2я1-г1^

х

Ло

= 1 гп П о - П . р .
„  Ло +  Л|

(23)

<'">2 _ J_y.
к  Л° л о

X

к Т  Эр2" !  \ к 0 dzj]
(«)( j  Э \п2

Ло
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Вводя в рассмотрение сечения рассеяния 

С^с — 1Д 0.1 J" t |/70 l| dw  и поглощения 

Cabs =  J |lm Л(2( /})||(/,(/>)|2 d xP, можно переписать 

(14), учитывая (22), (23), следующим образом:

4п  (п + т)1 4л(-1)"'(2л7-1)!!..
к0 (2л + 1)(л — т)\ к0 (2/и)!!

к\
f 00 _  'll р(т )2 _ Х П , По X
;л о  + Л] Ч *0 У
ехр{-2т]0г0} ^ 2га+1 ^

По

-  Щ й Т и ц м ) }  = cabs + с;с + с ~с .
кп 1 1 м м"

(24)

Окончательно, вводя в рассмотрение сечение 
экстинкции [3J, получаем оптическую теорему в 
следующем виде:

c ^ = - f { o : r u ^ M ) }  +
к (11 1 Х1=м«

+  4 л  {п + т) \  

к:0 (2п +  1 ) { п -  т)\

4 л ( - 1 ) я ,(2л?1 - 1 ) ! !

(2т) И
, т  fUfl-ZJl

J п . ,  +  п
X

П0 + П 1

х  Р,<ш>2

“Г-110 \  К0 /

ехр{-2г|0г0}^ 2„,+| ^

Ли

(25)

Как уже отмечалось, ОТ может использоваться 
для вычисления сечения поглощения Cabs непо­
средственно из соотношения (24), минуя инте­
грирование по объему или поверхности неодно­
родности. Для этого необходимо лиш ь вычислить 
сечения рассеяния в верхнем и нижнем полупро­
странствах С*.

Здесь представляется уместным сделать неко­
торое замечание. Дело в том, что формально 
определенное как сумма сечений рассеяния и по­
глощения Сех1 = Cabs + С* + С~с обобщенное сече­
ние экстинкции содержит энергию излучения ди­
поля, поэтому оно не отвечает на вопрос: какую 
же энергию забирает рассеиватель из источника 
излучения 1141? Чтобы ответить на этот вопрос, 
необходимо изъять энергию излучения диполя. 
Это легко сделать, убрав рассеиватель из соотно­
шения (24). Тогда ясно, что верхняя строка (24) 
представляет собой суммарную энергию излуче­
ния мультиполя в верхнее и нижнее полупро­
странства. Оставшаяся энергия и соответствует 
энергии, которую забирает рассеиватель из ис­
точника излучения — мультиполя. Следователь­

но, ее можно определить как “реальную” экс- 
тинкнию следующим образом:

О е х ,= -7 Ц о Т и ^ М ) }  (26)
к 0 1 1 м=мо

Отметим, что (26) полностью совпадает с вы­
ражением, полученным для свободного про­
странства [30]. Уместно напомнить, что в нашем
случае Uq( M)  должно удовлетворять условиям со­
пряжения для полей на поверхности полупро­
странства Е.

Заметим, что рассеянное поле порождается ис­
точниками, находящимися в области расположе­
ния рассеивателя D, с  Д . В этом случае диаграммы 

направлен пости рассеянного поля /ai(0 , ф) прини­
мают вид 1281

(9'ф) =  ~ # о ( 0)£оe x p {j%\Zp), Ое

Р '(0 ,ср) =  -^-gJexp(Jk ,Z r  cos0) +  (27)

+ Al(Q )e x p (-jk iz Pc o s 0)], 0 е

Здесь ф е  (0 ,2я), Р е  D ,, =  -jk^ -  A,2 s in 2 6,

До(8)= 2koCOsQ , A №  = k ' CO*Q~ X l,
к ()со S0 + X: c o s0  + Xi

g0l =  exp{yA0il(x Psin 0со$ф  + у ,.sin 0sin  ф)}. Сле­
довательно, вместо интегрирования функции 
Грина (15) с необходимостью вычисления не- 
собстве иных hi пеградов Зоммерфельда мож]ю инте­
грировать комбинации элементарных функций (27). 
Еще раз напомним, что точка М ,, = ( х Р,у Р, z p )- со­
ответствующая рассеивателю, располагается в ниж­
нем полупространстве /), : z P < 0 .

Таким образом, вычислив энергии рассеянно­
го поля в верхнем и нижнем полупространствах:

<з,гс = — — f И  d(j), I = 0,1, используя (26), мож- 
к , Jn ‘ 1 1

но определять эффект ивности рассеяния в соот­
ветствующие полупространства т) * -  o s'c/ o cxl. 
Подобные величины используются для оценки 
эффективности оптических антенн или усиления 
римановского рассеяния при возбуждении муль- 
типольными источниками [31—33].

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
В настоящей работе получено обобщение оп­

тической теоремы на случай возбуждения локаль­
ной неоднородности, расположенной внутри 
пропинаемого полупространства, мультипольным 
источником произвольного порядка. Показано, 
что обобщенное сечение экстинкции не содержит 
несобственных интегралов и для его нахождения
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фактически требуется вычислить определенный 
интеграл и производные от рассеянного поля в од- 
ной-единственной точке — точке расположения 
мультиполя. Помимо общенаучного интереса, 
это обобщение позволяет тестировать компью­
терные модули в случае рассмотрения неодно­
родности без потерь.
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