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Представлена математическая модель, определяющая наклонное падение акустической полны на 
границу, а также слой газокапельной смеси или пузырьковой жидкости конечной толщины. Для 
случая падения низкочастотной акустической волны на границу раздела между чистым газом и га- 
зовзвесью, а также на границу между чистой и пузырьковой жидкостью установлены основные за­
кономерности отражения и прохождения волны. Установлен диапазон изменения объемных содер­
жаний капель, в котором возможно нулевое значение коэффициента отражения на низких частотах 
при наклонном падении волны. Показано, что при углах падения волны выше 24.5° со стороны га­
зокапельной смеси на границу чистого газа коэффициент отражения никогда не будет равняться 
нулю, однако, если волна падает со стороны чистого газа на границу газовзвеси, нулевое значение 
коэффициента отражения возможно для ненулевых углов падения и объемного содержания вклю­
чений. Представлены результаты расчетов отражения акустической волны от слоя двухфазной сре­
ды конечной толщины. Установлено, что для границы или слоя газокапельной смеси возможно по­
явление минимума коэффициента отражения в зависимости от частоты возмущений и в определен­
ном интервале углов падения волны, связанного в основном с различием плотностей газокапельной 
смеси и чистого газа.

Ключевые слова: акустические волны, газокапельная смесь или газовзвесь, пузырьковая жидкость, 
граница раздела, коэффициент отражения и прохождения, двухслойная среда
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В ВЕ Д ЕН И Е
Исследование распространения волн в слоистых 

средах, содержащих слои пузырьковой жидкости 
или газовзвеси, актуально. Связано это как с при­
родными явлениями (например, придонные слои, 
содержащие газовые пузырьки в морях, озерах либо 
вблизи поверхности 11 —3|, слои тумана, запылен­
ного газа, содержащиеся в атмосфере |4—9|), так и с 
технологическими процессами 110, 11|. Описание 
конструкции и характеристик комбинированной 
панели, состоящей из двух стекол или поликарбо­
натов, пространство между которыми заполнено 
пузырьковой жидкостью, приведено в 1111; указан­
ная панель используется для защиты информации 
одновременно по акустическому, оптическому и 
электромагнитному техническим каналам.

Среди экспериментальных исследований отме­
тим работу 1121, в которой рассмотрена двухслойная 
среда “ вода—вода с пузырьками воздуха—воздух" и 
экспериментально определен коэффициент отра­
жения в случае нормального падения акустической 
волны со стороны воды. В 1131 рассмотрена среда

“ вода—вода с пузырьками воздуха—вода” и получе­
ны экспериментальные оценки коэффициента 
прохождения через пузырьковый экран. В 114| экс­
периментально исследовано распространение им­
пульсного возмущения через трехслойный образец, 
находящийся в жидкости и состоящий из слоя пу­
зырькового геля, ограниченного слоями поликар­
боната. Сравнение теории с полученными экспери­
ментальными результатами 112—14| проведено в ра­
ботах [15, 16| и получено хорошее соответствие. 
Описание экспериментальных исследований пре­
ломления волн в газовзвеси в литературе практиче­
ски отсутствует.

С основными подходами к исследованию аку­
стики пузырьковых жидкостей и газовзвесей можно 
ознакомиться в известных монографиях [ 17—20|, а с 
некоторыми публикациями — в обзоре |211.

В настоящей работе представлено исследова­
ние закономерностей отражения и прохождения 
акустических волн через границу или слой двух­
фазной среды.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть на плоский слой толщины s (рис. 1) па­
дает под некоторым углом 0, плоская акустиче­
ская волна. Среде, из которой падает волна, слою 
и среде, в которую проходит волна, соответствен­
но присвоены номера 1, 2 и 3. Эти среды предпо­
лагаются однородными и неподвижными. С уче­
том выбранной системы координат запишем по­
тенциалы падающей, отраженных и прошедших 
волн:

<р, = ехр|/((0 / -  A'iSc o s 0, + AT|Xsin0 ,)|, 

фл =  Лехр|/((0 / +  АГ,гc o s 0, +  A",jcsin 0,) | , 

ф„ =  £ехр[<((0 / -  K 2z c o s0 2 +  Af2x s in 0 2)|,

Ф, = Z7 exp [/(со/ + Af2£cos0, + К2 xsin 02)|,

z

ф/ = Гехр[/(со /- Kyzcos0, + A ',xs in0,)|.

Здесь / — мнимая единица; со — частота возмуще­
ний; / — время; К  — волновое число; R, В, F, Т  — 
амплитуды волн. В 1221 показано, что горизон­
тальная компонента волнового вектора одинако­
ва по всей слоистой среде, отсюда имеем следую­
щие соотношения; /Г, sin 0, =  К : sin 02 = Ку sin 0,. 
В дальнейших рассуждениях данный факт позво­
ляет опустить множитель, дающий зависимость 
от горизонтальной координаты в экспоненте. На 
границах раздела запишем условия непрерывно­
сти давления и нормальной скорости:

г = 0: />, + рк = рв + p F, ^  +
dz

Эфл =  Эфй ( ЭфЛ
dz dz dz

Z — s: pT — Ph + pF, дф/ _  дфд [ Эф,
dz dz dz

y in  у
R = £2---- £ i

z\" + z,
Zy  -  i Z 2ig \ f2 z  
Z 2 -iZ y \% \f2

Z  C,  = — ,
'  cos 0y '  Kj

( 1 )

T =  2Zy 
Zy + Z

z m + z
■expl/Y jl-fc— ^exp|/4 |/2|,

Zy + z.

sin 0y —  sin0,, \\ij = KjSCOs Qj, 
K J

j  = 1, 2, 3.

( 2)

(3)

В случае падения волны на границу раздела 
двух сред s —» 0, коэффициенты отражения и 
прохождения приобретают вид

Давление определяется как р = - p f— . В итоге
Э/

имеем замкнутую систему из четырех уравнении 
и с четырьмя неизвестными R, В, F, Т:

р,(1 + R) = р 2(В+ F),

- K t cos0, + RKt cos0, =
= - В К 2 cos02 + FK2 cos02,

PyT ехр[-/ф ,| = р2Дехр|-Л|/2] + p2Fexp|/4|/2|, 
фу = К jS cos 0у,

—ТК у cos0, ехр[-/ф ,| =
= -ВКу  cos02 ехр|-/ф 21 + FK2 cos0, ехр[/ф2].

Решив систему уравнений, находим выраже­
ния для коэффициентов отражения R и прохож­
дения Т  в виде 1221

У  — 7  ~)7
R = - 3— -  , Т  =  3 , Т -  R = \ . (4)

Zy +  Z ,  Zy + z,
Таким образом, чтобы определить искомые 

коэффициенты, необходимо знать скорость звука 
в этих средах и их плотность. В данной работе бу­
дут рассмотрены неоднородные и поглощающие 
среды, такие как смеси газа с каплями жидкости и 
жидкости с пузырьками газа, для которых харак­
терна дисперсия скорости звука, когда скорость 
распространения волны зависит от частоты воз­
мущений.

Скорость распространения волны в газовзвеси 
определяется следующей формулой:

Г  -  <0
"  R е (К ,„)’

(5)
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где комплексное волновое число Kgl определяет­
ся из дисперсионного соотношения в предполо­
жении, что все включения одного размера 119|:

С, Кг2*1 _
со

= К(со)/)(со), К(со) = 1 + т

1. /ис„/)(со) = 1 + (у, -  td = —

-  I сот, 
1

т„ = т А1 +I - /
V2

I +!.,

Им,)

СА  I -  /СОТ*

Р \  ' т = 2 Р £
’ v 9 м, ’

р,а~ CCjpi * * , тср. *тм = Я—, т  = х, = х,- +—~хг,
Mi «.P i

\'/2* t t l Х*| I \1/-!

Xli = з ^ Г Г ^ ’ г' = И (ш ч ) •
* xXl3z, - (3  + z2)thz2 .  _ 1 — I / т т  \

Хг, ------- 2777-----------— • г2 - - 7 Гз *2(thz2- Z 2)
х..

ч  = К у = — Ч  J  = >.2.
Р А ,

( 6 )

'/2

Переменные с индексом 1 относятся к несущей 
фазе (газ), с индексом 2 — к дисперсной (твердые 
или жидкие частицы); а -  радиус включений, т — 
массовое содержание, сс — объемное содержание, 
р — плотность, X — коэффициент теплопроводно­
сти, ср — теплоемкость, со -  частота возмущений, 
р, — динамическая вязкость. С, — скорость звука в 
газе.

Аналогичным образом определим скорость рас­
пространения волны в пузырьковой жидкости:

СPH
со

R е ( * „ ) ’
(7)

где Kpg найдем из дисперсионного соотношения 
в предположении, что все пузырьки одного раз­
мера и одного сорта 1231:

! 3а,а,р,0
Q  =  1 +  ф,

)  С } 3Y2 А - Q S

У =
(  ■ 2 Л1/ 2

- V -У V к2 /
s  _  /СОсГЛр, -/0 1 / =  —птJ

1 + А/ а" С ,с#6

с , = й
а,

Переменные с индексом I относятся к несущей 
фазе (жидкость), с индексом 2 — к дисперсной 
(пузырьки газа); а — радиус пузырьков, а  — объ­
емное содержание, к  — коэффициент температу­
ропроводности газа, у  -  показатель адиабаты,

v — кинематическая вязкость жидкости, р — 
давление. С, — скорость звука в жидкости.

Приведенные выше математические модели, 
описывающие динамику акустических волн в 
двухфазных средах, справедливы при следующих 
основных предположениях. Длина акустической 
волны намного больше среднего расстояния между 
включениями и гораздо больше размеров самих 
включений. Объемное содержание включений ма­
ло, а , <€ 1. Отметим, что в работе |24| выполнено 
исследование, позволяющее аналитически описать 
поведение газового пузырька на малом, сопостави­
мом с его размером расстоянии от границы меж­
фазной поверхности.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Рассмотрим смеси воздуха с каплями воды и 
воды с пузырьками воздуха и рассчитаем фазовую 
скорость в этих смесях по формулам (5) и (7) со­
ответственно. На рис. 2 представлены результаты 
сравнения зависимостей фазовой скорости от ча­
стоты возмущений /  = со/(2л) при различных 
значениях объемного содержания (а) капель и (б) 
пузырьков. Как для газовзвеси, так и для пузырь­
ковой жидкости в большом диапазоне низких ча­
стот фазовая скорость не изменяется и принимает 
некоторое равновесное значение, которое зави­
сит от объемного содержания включений. При 
этом с увеличением объемного содержания вклю­
чений данное равновесное значение уменьшает­
ся. На высоких же частотах фазовая скорость для 
этих двух сред стремится к скорости звука в несу­
щей фазе. Аналитические выражения равновес­
ной скорости для газовзвеси и пузырьковой жидко­
сти получаются при предельном переходе частоты 
возмущений со к нулю в формулах (5), (7) и записы­
ваются в виде (| 19| и |25, 26| соответственно):

с;, = с, Y,

сс.Й + /м)У,

'/2 _  с ^ + т с ^
1с тсп"a /Yi +

т -  «2Р2 — I —
~  у-
а.Р . С,

• + Р.«2«1 

Р\

- 1/2

Рассмотрим падение низкочастотной акусти­
ческой волны под разными углами на границу 
раздела между чистым воздухом и смесью воздуха 
с каплями воды со стороны воздуха, когда ско­
рость звука в газокапельной среде принимает рав­

новесное значение С*’,. С учетом формулы (4) ко­
эффициент отражения в этом случае примет вид
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Pg'Cgi _ P iC i
Z g, -  Z| _ cosBj,/ cos0,

z gi + Z i P gfi'gi + P,C, 
cosQg, cos0, 

I PiC, cos0x/

Px/C/ COs6'
, , P.C, c o s O /

P,/C;, cos0,

где 0л>/ = arcsin
Г 1’
—  sin 0, P g l =«lPl + « ’P2-

Параллельно рассмотрим аналогичную задачу 
падения низкочастотной акустической волны 
под разными углами на границу раздела между 
чистой водой и смесью воды с пузырьками возду­
ха со стороны воды, когда скорость звука в пу­
зырьковой среде принимает равновесное значе­
ние C epg. В этом случае коэффициент отражения 
имеет вид

Р pgCpg _  р |С |

R _ Z Pg ~ z  | c ° s 0 w  c o s 0 ,  

Z P *+ Z ' PpgC'pg , P,C,
COS0M COS0,

, P .c , C O S 0 „

_ PpgC'pg c o s 0 ,

, , P iC , c o s Op/

P / «  c o s0 '

где 0 . = arcsinro
c  4
—̂ s in  0
C,

, p.. =a,p, +a,p2.
Для того чтобы не было неопределенности, 

условимся о том, что когда рассматривается пу­
зырьковая жидкость, индекс 1 относится к жид­
кости, 2 — к пузырькам, а в случае газокапельной 
среды индекс 1 относится к газу, 2 — к каплям 
жидкости.

На рис. 3 представлены результаты расчетов 
коэффициента отражения в зависимости от объ­
емного содержания (а) капель воды и (в) пузырь­
ков, а также (б, г) угла падения акустической вол­
ны. Обратим внимание на то, что при значении 
угла 0, =  0 зависимость коэффициента отражения 
от объемного содержания капель (рис. За) являет­
ся монотонной, причем акустическая волна на­
чинает отражаться лиш ь при значениях объемно-

Сф м/с (а)

Рис. 2. Зависимости фазовой скорости от частоты 
возмущений для (а) смеси воздуха с каплями воды и 
(б) воды с пузырьками воздуха при различных объем­
ных содержаниях включений: / — 0.0023. 2 — 0.005.
3 -  0.013; радиус капель 5 х ИГ6 м. радиус пузырьков

10~3 м.

го содержания капель а 2 > 10 \  Однако, если 
увеличить угол падения, то зависимость |/?(а2)| 
становится немонотонной, при этом волна начи­

нает отражаться от границы уже при а 2 < 10 \  
Еще один важный вывод заключается в том, что 
при некоторых значениях угла падения и объем­
ного содержания капель коэффициент отраже­
ния принимает нулевые значения (рис. За, 36). 
В этом случае волна проходит полностью (без от­
ражения) через границу раздела. Для того чтобы 
определить, при каких углах возможна данная си­
туация, возьмем производную ог выражения ко­
эффициента отражения (9) по углу 0,:
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ницу газокапельной среды, (в, г) -  со стороны воды на границу пузырьковой жидкости.

4 s in 8 ,c ;/ [ ( c ;/)2 - c , 2]p ,p g/(px/c ; /C os8, - Р,с , cose*) 

С, cos0*(p|C| cosO* + Pg,Cxi C O S 0 , ) !

sin" 0,, приравняем к нулю

и определим угол полной прозрачности границы, 
который имеет вид 122, 271

( р  kC * i )  р ' С | ~ ( П )

Й ) 2(р1 - р ?)‘
Подставим несколько значений объемного со­

держания в формулу (11) и проверим полученные 
значения на рис. За и 36. Если а 2 = 0.013,

р „  = 14.25 кг/м 3, С*, =  86.05 м /с , то 0* »  70°;

а 2 = 0.005, р „  =  6.263 кг/м 3, С*, =  130.45 м /с,

0* =  6 0 .1 °; а ,  =  0.0023, р е, =  3.56 кг/м 3,

где c o s 0* = I -
с,

C'g, = 174.37 м /с , 0* = 50.4°. Как видно, значения 
совпадают.

Для границы между 1юдой и смесью воды с пу­
зырьками воздуха коэффициент отражения моно­
тонно возрастаете увеличением объемного содержа­
ния воздуха и угла падения акустической волны 
(рис. Зв, Зг). Для данной пузырьковой смеси не ха­
рактерно полное прохождение акустической волны 
через границу раздела в рассматриваемом диапазоне 
частот. Выпишем аналог формулы (II) для этой сре­
ды:

Поскольку плотность пузырьковой жидкости р к  
близка к плотности чистой жидкости Р |, энамена-
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Рис. 4. Результаты расчетов коэффициента отражения; (а, б) -  падение акустической волны со стороны газокапельной 
среды на границу воздуха, (в, г) со стороны пузырьковой жидкости на границу воды.

гель формулы (12) стремится к нулю и, следова­
тельно, правая часть этой формулы стремится к
бесконечности. Функция sin 6, — ограниченная 
функция, поэтому уравнение (12) не имеет реше­
ния ни при каких значениях объемного содержа­
ния пузырьков воздуха.

Рассмотрим теперь обратную ситуацию, когда 
акустическая волна падает на границу раздела со 
стороны газокапельной смеси. Коэффициент от­
ражения в этом случае имеет вид

Р .С, Р
Z, -  Z gl COS0, c o s 0 £ /  

Z\ + Zgi р,С| + Pg/Cgi
COS0, COS0^,

! Pg & i  c° s 9 | 
p,C| cos©,,, 

j , Vtfigi cos 91 
p,C, c o s Qgi

(13)

где 0, =  arcsin —  sin 0
c eg,

Pgi = a ,p , + a ,p 2.

Рассмотрим также падение акустической волны 
со стороны смеси воды с пузырьками воздуха на 
границу с чистой водой. Коэффициент отраже­
ния в этом случае имеет вид (13) при замене ин­
декса#/ на pg.

На рис. 4 приведены результаты расчетов дан­
ных коэффициентов отражения. При нормаль­
ном падении волны коэффициент отражения мо­
нотонно возрастает с увеличением объемного со­
держания включений (рис. 4а). Так же, как и в 
предыдущей задаче, для газокапельной среды су­
ществуют критические значения объемного со­
держания и угла падения волны, при которых ко­
эффициент отражения принимает нулевые зна­
чения. Отличие состоит в том, что выше этих 
критических значений коэффициент отражения 
достигает единицы, то есть происходит полное 
внутреннее отражение. Аналитическое выраже­
ние для угла полной прозрачности в этом случае 
имеет вид 122, 271
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0*. град (а)

Рис. 5. Зависимости (а) критического угла падения 
волны и (б) коэффициента отражения от объемного 
содержания капель: / -  0е/ = 23°, 2 -  25°. 3 -  26°.

Рассчитаем по формуле (14) значения крити­
ческого угла и сравним со значениями на рис. 46.
Если os = 0.013, р е/ =  14.25 кг/м3, С ', = 86.05 м/с,

то 0*, = 13.76°; а 2 = 0.005, р?/ =  6.263 кг/м 3,

С\, = 130.45 м /с , e j, -  19.4°; а ,  = 0.0023,

рх, =  3.56 кг/м 3, с ; ,  = 174.37 м /с , 0*, = 23.2°. 
Значения совпадают.

Из рис. 4в, 4г видно, что для границы между 
смесыо воды с пузырьками воздуха и чистой во­
дой коэффициент отражения монотонно возрас­
тает с увеличением объемного содержания пу­
зырьков и угла падения акустической волны. Су­
ществуют значения объемного содержания и угла 
падения, выше которых коэффициент отражения

достигает единицы, т.е. происходит полное внут­
реннее отражение. Коэффициент отражения по- 
прежнему не принимает нулевых значений, по­
скольку уравнение (14) в этом случае нс имеет ре­
шений.

На рис. 5а приведены зависимости критиче­
ских углов от объемного содержания капель, рас­
считанные по формулам (11), (14). Во-первых, 
критические углы существуют лиш ь при объем­
ных содержаниях капель а 2 > 0 .2 x 1 0  Л Это 
означает, что при меньших объемных содержани­
ях коэффициент отражения не принимает нуле­
вых значений на низких частотах (см. пример |8 |). 
Во-вторых, когда волна падает со стороны возду­
ха на границу газокапельной смеси, зависимость 
критического угла от объемного содержания мо­
нотонно возрастающая. В случае падения волны со 
стороны газокапельной смеси на границу воздуха 
зависимость критического угла от объемного содер­
жания включений немонотонная, причем макси­

мальное значение составляет 0*, = 24.4° при объ­
емном содержании а ,  = 0.0013. Это означает, что 
если угол падения акустической волны составляет 
больше 24.5°, то коэффициент отражения на низ­
ких частотах не обращается в нуль при ненулевых 
значениях объемного содержания включений. 
Данное обстоятельство наглядно продемонстри­
ровано на р и с .56.

На рис. 6 представлены результаты сравнения 
зависимостей коэффициента отражения от ча­
стоты возмущений /  = со/(2л). Кривая / построе­
на для среды “ воздух — газокапельная смесь” с 
помощью формул (4), (6). Приведено сравнение 
этой кривой с теоретическими данными (кривая
4) |18|. Кривые 2, .? соответствуют средам “ воз­
дух—газокапельная смесь-воздух” и “ воздух—га­
зокапельная смесь—вода” и построены с помо­
щью формул ( I), (6). Радиус а капель воды состав­
лял 5 x 1 0  м, объемное содержание а ,  =0.005, 
акустическая волна падала со стороны воздуха 
под углом 0, = 0, толщина слоя газокапельной 
смеси 5 = 0.3 м. Характер кривой /  коэффициен­
та отражения соответствует характеру кривой 
скорости звука в газокапельной смеси (рис. 2а). 
На частотах до 200 и выше 20000 Гц коэффициент 
отражения, как и скорость звука, не меняет своего 
равновесного значения и состаапяет приблизитель- 
ноО.1 и 0.44соответственно. Значение 0.1 на низких 
частотах можно определить по формуле (9) или из 
рис. 36 в случае нормального падения волны, а зна­
чение 0.44 из следующих соображений. Поскольку
фазовая скорость Ск1 при высоких частотах стре­
мится к скорости звука в чистом газе С,, то формула 
(9) упрощается и приобретает вид

R J - P i / W
l + P./Px/’

(15)
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И 2

Рис. 6. Результаты расчетов коэффициента отраже­
ния для сред: / — “воздух—газовзвесь". 2 — “воздух— 
газовзвесь—воздух”. 3 — “воздух—газовзвесь—вода”,
4 — теоретические данные 118].

Учитывая р, =  1.27 кг/м 3, p s/ = 6.26 кг/м 3, нахо­

дим Л2 «  0.44. В диапазоне от 200 до 20000 Гц на­
блюдается рост коэффициента отражения. 
В целом, кривая /  удовлетворительно согласуется 
с теоретическими результатами (кривая 4) |18|. 
Для плоского слоя газокапельной смеси конеч­
ной толщины (кривые 2, .7) наблюдается немоно­
тонный характер коэффициента отражения. При 
низких частотах f  близких к нулю, из формулы
(I) следует, что входной импеданс Z™ практиче­
ски совпадает с импедансом крайней среды Z y  
В этом случае на низких частотах коэффициент 
отражения равняется нулю (кривая 2), так же как 
и на границе воздух—воздух, и близок к единице 
(кривая .?), как на границе воздух—вода. Видно, 
что у приведенных кривых 2,.?при некоторых пара­
метрах смеси и на определенных частотах имеется 
несколько локальных экстремумов. Для выяснения 
причины запишем выражение коэффициента отра­
жения ( I) с учетом определения входного импедан­
са Z'2n и рассмотрим величину |/?|2:

I ы2 _  Z 2(Z 2 -  Z,)~ + (Z 2 - Z , Z 2)tg~\]/
Z 22( Z 3 + Z , ) 2 + ( Z 22 + Z , Z 2)  tg V

Это выражение после алгебраических преобразо­
ваний примет вид

| Л | 2  _ - P s i n 2y  + А _  /,'|(ф)
-Z )s in 3 ф  + Я /^(ф)

D  =  Z \ -  Z 2 ,  А  =  ^ ( f -' ~  Z / r ,  ( 1 6 )z2 - z2
в  _  Z 2(Z\  +  Z 3)
B -  V 2 •

|Л |2 <a >

Рис. 7. Зависимости коэффициента отражения от ча­
стоты возмущений при различных значениях угла па­
дения волны для границы среды “воздух—газо­
взвесь", когда волна падает со стороны (а) воздуха и 
(б) газовзвеси: кривые / - 5 - 0 ,  = 0°. 39°, 60°, 75°, 83°; 
кривая 6 — |Re(/?)|2 при 83°; кривые 7—11 — Qg/ = 0°.
13°. 19°, 25°, 35°.

Пусть Z, < Z 2< Z 3,  тогда D > 0, Л > 0, В > 0. 
Числитель и знаменатель (16) осциллирую т при 
изменении ф. Для нахождения экстремальных 
значений возьмем производную от выражения
(16) и приравняем ее к нулю. Отметим, что

/','(»]/) =  F2’(v|/) =  -2 /) s in  v|Tcosv]i, F "(y )  =
=  -2D (cos ф - s i n  ф). Если sin \|/ =  0, со8ф  = 1,

Ft (ф) < 0, то значения ф = пп, п = 1 ,2 ,... соответ­
ствуют максимумам коэффициента отражения;

при sin  ф  = 1. cos ф = 0, "(ф) > 0 значения

ф = ^  + пп, п  =  0. 1,... отвечают минимумам коэф ­

фициента отражения. Учитывая ф =  K 2s c o s0 ,,
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К 2 = со/С 2 , С2 = соА./2л, где X — длина водны, лег­
ко показать, что в случае |/?| =  max толщ ина слоя

5 — Хп
2cos0 ,

п = 1,2,...,

а в случае минимума |/?|

s  =
2cos0 , \2

-  + п  , и = 0,1.....

(17)

(18)

монотонная зависимость коэффициента отраже­
ния ог частоты возмущений. Расчеты показали 
(кривая 6 на рис. 7а), что оценить минимум коэф­
фициента отражения можно, не прибегая к реше­
нию задачи на экстремум (решить эту задачу до­
вольно сложно), а достаточно выделить реальную 
часть коэффициента отражения и приравнять к 
нулю. В случае падения волны со стороны газа 
данное выражение коэффициента имеет вид

Если, наоборот, выполняется условие Z 2 > Z 3, то 
максимумы и минимумы коэффициента отраже­
ния меняются местами. Данный факт наглядно 
представлен на рис. 6, кривые 2, 3. Если угол па­
дения волны 0, =  0, то 0 , =  0, cos 03 = 1 и выраже­
ния для толщины слоя упрощаются 115, 28|. 
Определим длины волн, при которых коэф ф ици­
ент отражения (кривая .?) принимает минималь­
ные значения. С учетом формулы (18) первый ми­
нимум (п = 0) наступает при X -  4s = 1.2 м, второй 
минимум (п =  I) — при X = 4s/3 =  0.4 м. Эти же 
значения длин волн можно получить по формуле 
X = Cg, / f .  Из рис. 6 (кривая 3) находим, что пер­
вый минимум наступает при частоте /  = 1 19 Гц, 
ей соответствует скорость звука Cg/ = 142 м/с 
(рис. 2а, кривая 2) и X = 1.2 м, второй минимум — 
/  = 346.5 Гц, Cgl = 140 м /с, X = 0.4 м.

При частотах /  > 600 Гц кривые 2, 3 выходят 
на кривую /. Это означает, что влияние третьей 
среды уменьшается и коэффициент отражения 
носит такой характер, как если бы волна падала 
на границу раздела между воздухом и газокапель­
ной смесью.

На примере границы среды “ воздух—газо- 
взвесь” на рис. 7а, 76 показано влияние угла пале­
ния волны на зависимости коэффициента отра­
жения от частоты возмущений, вычисленных по 
формулам (4), (6). Параметры газовзвеси те же, 
что и на рис. 6. На частотах до 200 Гц, где скорость
звука Cgl принимает равновесное значение С 
(рис. 2а), характер коэффициента отражения на 
рис. 7а, 76 соответствует характеру коэффициен­
та на рис. 36 и 46 соответственно. Видно, что при 
некоторых углах падения волны наблюдается не-

р„(0 Pi^i
COS0 к,Кк, COS0|

Р*/<° , Pi(7|
cos eglKgl COS 0|

a resin (  ——
\

-s in  0,
№  )

В итоге, выделив Re(/() и приравняв к нулю, при­
ходим к следующей формуле:

s in 2 в, = <°г ~ ') ',i + '" 4 _ 
т — 1

1 + а У  -  4 о ’)д4 + 2т А(о 2 -  !)»’ + 
тА - 1

(19)
т

где о  =
_  lm(A~g/)

Re(AT„)
— декремент затухания, п =_ '-i

W/

/и = — . Однако следует заметить, что данное 
Pi

условие Re(R) =  0 не является необходимым для 
появления минимума у коэффициента отражения, 
а только достаточным. Если в формуле (19) устре­
мить частоту возмущений со к нулю, то в этом случае 

Q
а  —» 0, п —> —j ,  и полученная формула приобрета­

ет«/
ет вид (11), а если со —» го а  -э  0, п —» 1 и

0, —> л /2 . Таким образом, угол 0, е

Когда волна падает со стороны газовзвеси на 
границу среды “ воздух— газовзвесь” , аналогично 
имеет место следующая формула:

. 2а т* + / Г ( о ’ -1 )/(с Г  + I)2s m  0 , , = - - - - - - - - - - - - - — f - - - - - - - - - - - +
________________________ т -  1____________________

V<«4 + (а 2 -  1)/(сг + I)2 л2)2 -  (#я4 -  1)(#и4 -  пА/ ( с 2 + I)2)

+ ^ Г

0g, €  (0*„ л /2),

( 20)
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1*Р

Рис. 8. Результаты расчетов коэффициента отраже­
ния лля сред: / — “вода—пузырьковая жидкость”, 2 — 
“вода—пузырьковая жидкость—вода”, 3 — “вола—пу- 
зырьковая жидкость—воздух”, 4 — теоретические дан­
ные | 18|.

1т(АГя/) Ск1 р,

R Щ Л  с, р„
Таким образом, немонотонная зависимость 

коэффициента отражения от частоты возмуще­
ний возможна, когда углы падения волны нахо­

дятся в интервалах 0, е  (0 ,, л /2 ), 0 .̂, е  (Qg,,n /2 ), и 
связана как с дисперсией, так и с диссипацией 
акустической волны, а также с различием плот­
ностей газокапельной смеси и чистого газа.

На рис. 8 представлены результаты сравнения 
зависимостей коэффициента отражения от ча­
стоты возмущений. Кривая /  построена для сре­
ды вода—смесь воды с пузырьками воздуха с по­
мощью формул (4), (8). Приведено сравнение 
этой кривой /  с теоретическими данными 118). 
Кривые 2, 3 соответствуют средам “ вода—пузырь­
ковая жидкость—вода” и “ вода—пузырьковая 
жидкость—воздух” соответственно и построены с 
помощью формул (1), (8). Радиус а пузырьков
воздуха составлял 5x10  4 м, объемное содержа­
ние а ,  =  0.005, акустическая волна падала со сто­
роны воды под углом 0, = 0, толщина слоя пу­
зырьковой жидкости s — 0.3 м. В случае, когда 
акустическая волна падает на границу раздела 
между жидкостью и пузырьковой жидкостью на 
низких частотах, коэффициент отражения также 
принимает равновесное значение, приближенно 
равное 0.68. Данное значение 0.68 на низких ча­
стотах можно определить по формуле (10) или из 
рис. Зг в случае нормального падения волны. По­
скольку фазовая скорость Cpg при высоких часто­

Щ2 <а>

Рис. 9. Зависимости коэффициента отражения от 
безразмерной частоты возмущений при различных 
значениях угла паления волны для границы среды 
“жидкость-пузырьковая жидкость”, когда волна па­
дает со стороны (а) жидкости и (б) пузырьковой жид­
кости; /о = 6524 Гц; кривые 1-3 -  0, = 0°, 45°, 60°; 
кривые 4 - 7 -  Qpg = 0°, 5°, 15°, 60°.

тах стремится к скорости звука в чистой жидкости 
С |, а плотность пузырьковой жидкости p pg близка 
К ПЛОТНОСТИ ЧИСТОЙ ЖИДКОСТИ Р | , то с учетом ф ор­
мулы (10) коэффициент отражения на высоких 
частотах стремится к нулю. В целом кривая /  удо­
влетворительно согласуется с теоретическими ре­
зультатами другого автора 1181. Наличие пузырь­
кового слоя конечной толщины приводит к немо­
нотонному характеру коэффициента отражения. 
Так же, как и в предыдущем примере, имеются 
минимумы и максимумы коэффициента, вызван­
ные связью между длиной волны и толщиной 
слоя (17), (18). Пузырьковый слой конечной тол­
щины существенно влияет лиш ь на частотах.

А КУ С ТИ ЧЕ С КИ Й  ЖУРНАЛ том 64 № 2 2018



172 ГУБАЙДУЛЛИН. ФЕДОТОВ

меньших частоты 6580 Гц, равной резонансной 
частоте пузырьков. Выше этой частоты кривые 2, 
3  выходят на кривую /, что соответствует падению 
волны на границу раздела между чистой и пу­
зырьковой жидкостями. Таким образом, проана­
лизировав рис. 6 и 8, приходим к выводу, что при 
нормальном падении акустической волны харак­
тер коэффициента отражения на низких частотах 
для слоев, содержащих газокапельную смесь или 
пузырьковую жидкость, качественно одинаков. 
Но на высоких частотах коэффициент отражения 
для слоя пузырьковой жидкости стремится к ну­
лю, а для слоя газовзвеси с учетом формулы (15)
при объемных содержаниях а ,  > 0 .2 x 1 0  ' при­
нимает конечное ненулевое значение.

На примере границы среды "вода-см есь воды 
с пузырьками воздуха” на рис. 9а, 96 показано 
влияние угла падения волны на зависимости ко­
эффициента отражения от частоты возмущений, 
вычисленных по формулам (4), (8). Параметры 
пузырьковой жидкости те же, что и на рис. 8. Вид­
но, что с увеличением угла падения коэффициент 
отражения увеличивается практически во всем 
диапазоне частот, кроме окрестности резонанс­
ной частоты пузырьков / 0. В случае падения вол­
ны со стороны пузырьковой жидкости на границу 
раздела с чистой жидкостью при углах падения 
выше 15° на частотах /  < / 0 происходит полное 
внутреннее отражение (рис. 96). Далее с увеличе­
нием частоты возмущений /  > / () коэффициент 
отражения заметно уменьшается и достигает ну­
левого значения.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Рассмотрена задача об отражении и прохожде­
нии акустической волны через границу или слой 
конечной толщины, содержащий газокапельную 
смесь или пузырьковую жидкость. Установлено, 
что при углах падения волны со стороны газока- 
пельной смеси на границу чистого газа выше 
24.5° коэффициент отражения никогда не будет 
равняться нулю, однако если волна падает со сто­
роны чистого газа на границу газовзвеси, нулевое 
значение коэффициента отражения возможно 
для ненулевых углов падения и объемного содер­
жания включений. При нормальном падении 
акустической волны характер коэффициента от­
ражения на низких частотах для слоев, содержа­
щих газокапельную смесь или пузырьковую жид­
кость, качественно одинаков, однако на высоких 
частотах коэффициент отражения для слоя пу­
зырьковой жидкости стремится к нулю, а для 
слоя газовзвеси при объемных содержаниях
включений « ,> 0 .2 x 1 0  ' принимает конечное 
ненулевое значение. При наклонном падении 
акустической волны различие проявляется уже на

низких частотах, а именно коэффициент отраже­
ния для границы или слоя газокапельной смеси 
может как увеличиваться, так и уменьшаться, в то 
время как для пузырьковой жидкости коэф фици­
ент отражения только возрастает при увеличении 
угла падения волны. Для границы или слоя газо­
капельной смеси возможно появление минимума 
коэффициента отражения в зависимости от ча­
стоты возмущений в определенном интервале уг­
лов падения волны и при некоторых значениях 
объемного содержания капель, связанного в ос­
новном с различием плотностей газокапельной 
смеси и чистого газа.

Исследование выполнено при поддержке 
гранта Российского научного фонда (проект 
№  15-11-10016).
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