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Учет вертикального распределения скорости звука в задачах распространения звука в волноводах и 
в задачах рассеяния имеет исключительно важное значение. В статье моделируется импульсный 
эхо-сигнал, отраженный от сферического рассеивателя, находящегося в волноводе, скорость звука 
в котором возрастаете глубиной. Рассматривается простейшая модель среды, когда рассеиватель, а 
также источник/приемник находятся в слое с постоянной скоростью звука. Ниже этого слоя ско­
рость звука возрастаете глубиной, причем квадрат показателя преломления меняется по линейному 
закону. Для вычисления коэффициентов рассеяния сферы используется метод нормальных волн. 
Число нормальных волн, формирующих эхо-сигнал, определяется заданной направленностью ис­
точника. Моделирование проведено в диапазоне частот 70—90 кГц при расстояниях между рассеи­
вателем и источником/приемником 500—1000 м. Излученный сигнал представляет собой импульс с 
косинусоидальной огибающей и центральной частотой 80 кГц.

Ключевые слова: рассеяние акустических волн, эхо-сигнал, сферический рассеиватель, волновод, 
возрастание скорости звука с глубиной, метод нормальных волн, импульс с косинусоидальной оги­
бающей, поверхностные волны типа Франца
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ВВЕДЕНИЕ
В работах 11, 21 рассматривалась задача моде­

лирования рассеяния звука сферической упругой 
оболочкой, расположенной воднородном волно­
воде с песчаным дном. В |3, 4 | однородный океан 
предполагался покрытым льдом. Однако в реаль­
ных условиях имеет место вертикальное распре­
деление скорости звука. Этот случай рассматри­
вался, например, встатьях 15—81. В данной работе 
мы рассматриваем простейшую модель среды, 
когда сферический рассеиватель, а также источ­
ник/приемник находятся в слое с постоянной 
скоростью звука с0. Начало координат совпадает с 
центром сферы, радиус которой равен а. Ось Oz 
направлена вертикально вверх, как это показано 
на рис. I. Границы однородного слоя: z  =  d  и z  =  
=  —Н. При z < —/ / скорость звука с =  c(z) монотонно 
возрастает, причем квадрат показателя преломле­
ния n \ z )  меняется по линейному закону:

n \ z )  =  1 +  YU+ Н ), z < -Н .  Y > 0. ( 1)
Будем предполагать, чтог/+ И =40 м. Глубина мо­

ря 200 м. Дно моря абсолютно жесткое. Параметр у в

формуле (1) примем равным 2.4633x10 '  м \  что 
соответствует типичному градиенту скорости зву­
ка в Баренцевом море 0.018 с-1 |9, 10|, с0 =  
= 1461.45 м/с. Частота сигнала точечного источ­
ника, расположенного в точке М. меняется в диа­
пазоне 70—90 кГц. Приемник также находится в 
точке М. Излучатель предполагается направлен­
ным. Угловой раскрыв конуса излучения равен 
4.5° на частоте 80 кГц (это ширина характеристи­
ки направленности на уровне - 3  дБ). Приемник 
имеет такую же направленность, как источник.

Декартовыми и сферическими координатами 
точки М  являются (0, у , г), (г. 0, 0) и, соответ­
ственно, у  > 0, z = 0.5 м. Будем предполагать, что 
0.3 < а < 0.5 м, 500 < г < 1000 м, d  = 39 м, а < z < d. 
Тогда при рассматриваемом угловом раскрыве 
конуса излучения сфера не будет засвечиваться 
лучами, отраженными ог верхней границы разде­
ла z = d. Это позволяет при моделировании рас­
сматривать границу воздух/вода, а не лед/вода, 
хотя наличие слоя - Н  < z  ^  d  с постоянной ско­
ростью звука соответствует водной среде, покры­
той льдом.
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Рис. 1. Сферический рассеиватель, помещенный в 
волновод, скорость звука в котором при z < —Н моно­
тонно возрастает с глубиной.

При z  < —//л у ч и  распространяются но дуге, и 
при 500 < г  < 1000 м эти лучи не достигают дна, 
что позволяет рассматривать модель с бесконеч­
ным полупространством, скорость звука в кото­
ром меняется по закону (1). Плотность жидкости 
постоянна.

ВЫ ЧИСЛЕНИЕ КО ЭФ Ф ИЦ ИЕН ТОВ 
РАССЕЯНИЯ СФЕРЫ С ПОМ ОЩ ЬЮ  

МЕТОДА НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН

Для вычисления эхо-сигнала от сферического 
рассеивателя используем метод, предложенный 
в 1111. Согласно этому методу эхо-сигнал от рас­
сеивателя, находящегося в однородном слое 
- Н  < z  ^  </, может быть представлен в виде

ф и  = - f Z 7; Z 3 „ , ( r ) c „ ,M .  <2)
к0 1=0 т=0

При этом потенциал падающей волны в начале ко­
ординат в отсутствие рассеивателя дается форму­
лой Ф1пс = ехр(/'А:пг)/(4лг). В (2) к „  = о)/сп -  волно­
вое число в однородном водном слое, Т: — элемен­
ты диагональной Г-матрицы сферы, которые 
находятся из граничных условий на поверхности 
с<|>еры, помещенной в свободное водное про­
странство. Для акустически жесткой сферы

n ; ^ j [ e mz~d) + Ue-IMz+d)]

I -  U У ex p  [2ih (d  +  / / )]
(4)

х [ Н ) " m ̂ ihil y îhO.4 *d)
]■

В выражении (4) e0 =  1, e,„ = 2 при m  > 1, J — 
функция Бесселя m -го порядка, q и h(q) =

— yjko -  q2 — горизонтальная и вертикальная ком­
поненты волнового вектора в однородном слое,
П"'(х) — нормированная присоединенная ф унк­
ция Лежандра, которая сводится к присоединен­
ной функции Лежандра Р "(х) порядка / и ранга m 
соотношением 1121

п  ;< * > = Д + 1 ! , ~ от?;/Г (* ) . (5)\  2 (/ + т ) !

где U = — 1 — коэффициент отражения от верхней 
границы раздела вода/воздух, V — коэффициент 
отражения от нижней границы раздела: однород­
ный водный слой—неоднородное полупростран­
ство. Как показано в 1131,

у  _  ('о) ~  ь/~У */ (/,,) ^
ДГ(/о) +  / ^ / ( / о ) ’

где A i (х) — функция Эйри (см, например, 114, 15|),

= Ъ2к1 cos2е,„ 5 = (у*,;) !/ , (7)

(см. ( I )), 0„ — угол падения плоской волны из од­
нородного слоя на границу полупространства
z < —Н .

В приближении однократного рассеяния, ко­
торое используется ниже, Cml(r) = Aml(r). Количе­
ство слагаемых, которые надо просуммировать 
в (2), определяется гем, что коэффициенты Т, начи­
нают экспоненциально убывать при / > к„а >  1. 
В 116| для упругих оболочек была получена ф ор­
мула

Т , =  - 1 М ,  (3)
(А:„а)

В формуле (3) Л, (х) = 7V(2-*)//'!i/2 (■*) -  сфериче­
ская функция Ханкеля 1-го рода, j ) ( x )  =

=  J k/(2 x )Jm /2 ( х ) — сферическая функция Бессе­
ля. Штрихи у сферических функций обозначают 
производную по всему аргументу. Коэф фициен­
ты рассеяния сферы Am,(r )  имеют вид

max / =  /,„ах = [ V  + 4.05(А:0о)1/3]  + 3, (8)

где [х] -  целая частьх. Проведенные вычисления 
показали, что в случае акустически жесткой сфе­
ры правило (8) также применимо. Таким обра­
зом, на частоте 80 кГц при с0 = 1461.45 м/с для 
моделирования акустического потенциала сфе­
рического рассеивателя радиуса а -  0.3 м необхо­
димо вычислить более 7500 коэффициентов рас­
сеяния сферы, которые представляют собой ин­
тегралы от быстро осциллирующих, медленно
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убывающих функций по бесконечному проме­
жутку интегрирования; /тах = 139.

Если эхо-сигнал от отражателя вычисляется с 
учетом многократного рассеяния, то коэффици­
енты С,J r )  в уравнении (2) находятся из линей­
ной системы алгебраических уравнений 1111:

Cm,{r) = A ,J r )  + J  /СГ„Стп(г),
п=т

где L =  Ц +  /л, и /л — это контур 1Л схр(/'л) с про­
тивоположной ориентацией, 1 — функция Хан- 
келя первого рода.

Gmi (г ,^ 2) =  2<П/^ п М (1 (г -  d) х
( Ю )

х [ ( - о *]■
Здесь

где яП1ах = /тах, /тах + 1 — число слагаемых в (2), ко­
торые надо просуммировать, 0 < т < гтпп(/,л),
/?i"' — коэффициенты преобразования первой 
сферической гармоники в гармонику с номером п 
(см. | II |). В действительности, чтобы найти коэф­
фициенты Ст,(г), надо на каждой фиксированной 
частоте решить систему /тах +1 уравнений с 
/тах + I неизвестными для т =  0, систему /тах урав­
нений с /шах неизвестными для т = I и т.д., и на­
конец, уравнение с одним неизвестным С, ,* ‘ i iu x 'm jx

при т = /тах. Причем коэффициенты Л,"' являют­
ся интегралами с быстро осциллирующими 
подынтегральными функциями:

<  =
2у/+Я+1̂  |̂ //1 + 1 qdq U , >

n r i f | n : i f
Щ Н +d))k{) J h \-U V e

n2 ih {H + d ) ) ( (  t \ m+l  j_ (  |yn+ /i\\

X

x \ i u v e m { l ,+ d )) ( { - \ ) m*‘ +  Н Г " ) )  +

+ VeVhd + U ( - \ r ' e Vh" J-
Сравнение эхо-сигналов от упругой сфериче­

ской оболочки, вычисленных при 0 < к()а < 5.5 и 
небольших расстояниях между источником и 
сферой с учетом многократного рассеяния и в 
приближении однократного рассеяния, было 
проведено в 117|. В этой работе водная среда пред­
полагалась полупространством, а оболочка, напол­
ненная воздухом, располагалась у песчаногодна.

Для упрощения вычисления интеграла (4) пре­
образуем его в интеграл по контуру в комплекс­
ной плоскости, который затем представим в виде 
суммы слагаемых, отвечающих нормальным мо­
дам однородного водного слоя - / /  < z<  (1. Сдела­
ем в интеграле (4) замену q = т.е. £, = sin 6„, и 
деформируем контур интегрирования в контур /., 
который идет из начала координат несколько ни­
же вещественной оси на бесконечность. Стан­
дартные преобразования, аналогичные тем, кото­
рые были использованы в 111, дают

А(̂ 2) =  \ +  У exp|(2i‘x), Ц„ = >/1-52,
Х  =  к 0ц 0 (с/ +  Н ) .

Замкнем теперь контур L полуокружностью /.„ 
радиуса R в верхней полуплоскости. В пределе 
при R ° о  интеграл по LK стремится к нулю. 
Особенности подынтегральной функции порож­
даются знаменателем а (^2) функции (10), кото­
рая имеет полюса в точках ±£у,у =  1,2,..., где

Л(Й ) = 0. С2)

Таким образом, — это собственные значения 
однородного волновода —II < z < d  со свободной 
верхней границей z - d .  Снизу этот волновод гра­
ничит с водным полупространством, квадрат ко­
эффициента преломления которого меняется с 
глубиной по закону (1).

Выражение д ( ^ 2) может быть переписано в 
виде

vx АГ( t j  -  iyP kJi(t„ )  
Ai'(t0) + i , f7 0Ai{t0y

Таким образом, полюса ±t)j находятся из диспер­
сионного уравнения

18Х =
J = b A iM

ЛГ('о)
(13)

Интеграл (9) сводится к сумме вычетов в по­
люсах ^у, расположенных в первом квадранте 
плоскости

AmAr) = - i ‘ mt'k j2 n £ m х

х  ^  Ч'т (kt,y^j%j R esGm, (г ,£2).
J

При вычислении ResGml (г ,^ 2) примем во внима­
ние, что

Ат,(г) = ~> тк а Щ  П ^ { к 0у^% Ст̂ У ^  (9)
_ (  2 jd x  I d V ) 2 it,

Ы  1 V d \ ) « ,  М Л 2$=4,
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Рис. 2. Нормированная к единице функция формы 
для эхо-сигнала, отраженного от акустически жест­
кой сферы радиуса а 0.3 м. помешенной в волновод; 
г=  500 м.

где

тУ
N  ЧЧ, (14)

82Цо[ - 2/р (Л /(/0))2 + A r(t0)A i( t0) + 2/„ (/l/"(/0))2J

y R [ ( A i ' ( t 0))2 - r , ( A i ( lo))2]  '

Таким образом, для коэффициента рассеяния
сферы Ат1(г) получаем выражение

V 2 / (15)
х sin -  z ) \N 2M m, (ц „ )Ц  •

Здесь функция М т1 (р„) задастся формулой

Л/т / (р„) =  2П Гх
-cos(Ar0p (l̂ ) ,  если т + 1 -  нечетное, (16) 
/sin  (Л0|Д(,е/), если т  + / -  четное.

В рассматриваемой задаче исследуется эхо- 
сигнал от направленного источника с угловым 
раскрывом конуса излучения 4.5° на частоте 
80 кГц. Поскольку каждую нормальную волну 
волновода можно представить в виде суперпози­
ции бегущих плоских волн с определенными уг­
лами наклона их фронтов (см. например, 1131), то 
должно выполняться неравенство > cos 2.25° =  
=  0.999229 на частоте 80 кГц. При изменении ча­
стоты угол раскрыва конуса излучения меняется 
обратно пропорционально частоте, так как раз­
мер источника фиксирован. Разность между дву­
мя соседними волновыми числами нормальных 
волн с ростом частоты также меняется обратно 
пропорционально частоте. Оба эти фактора при­
водят к тому, что количество нормальных волн, 
которое должно быть принято во внимание при за­
данной ширине характеристики направленности

х  Ы

на уровне —3 дБ, практически не зависит от частоты. 
Ниже это число было взято равным количеству ! 
удовлетворяющих неравенству £у. > c o s2.25° на 
частоте 80 кГц. Вычисление корней обсуждается 
в приложении А.

ЧИСЛЕННЫ Е РЕЗУЛЬТАТЫ
Для исследования зависимости эхо-сигнала от 

частоты рассмотрим функцию формы акустиче­
ского рассеяния, которая определяется как

F ( f )  = - |Ф ( Л /Ф тс ( / ) |  = ^ | Ф ( / ) | ,  (17)
а а

где Ф ( / )  — акустический потенциал эхо-сигнала 
в точке приема (2), а Ф1пс( / )  =  exp(ik„r)/(4nr) — 
потенциал падающей волны в начале координат в 
отсутствие рассеивателя. Определение термина 
“функция формы” (в литературе на русском язы ­
ке используется также термин “ф орм-функция” 
1181) обсуждается в [ 19].

На рис. 2 показана зависимость функции ф ор­
мы от к „а в случае, когда расстояние от источни- 
ка/приемника до центра сферы равно 500 м. Рас­
сеиватель предполагается акустически жестким, 
а = 0.3 м.

Для сравнения на рис. 3 показана зависимость
функции формы F'f) (к„а) от кпа для эхо-сигнала, 
отраженного от акустически жесткой сферы ра­
диуса а =  0.3 м, расположенной в изотропном 
водном пространстве, г =  500 м. В этом случае
акустический потенциал эхо-сигнала Ф1' 1 дается 
формулой (см., например, |20|)

ф ^ = ! к у (21 + \)Т1\ ^ \ к 0г ) ] \  (18)

/г</>(/ ) = «я^ |ф < Л (у)| ( |9 )

В случае акустически жесткого сферического 
рассеивателя эхо-сигнал состоит из двух состав­
ляющих: зеркального отражения и ползущей вол­
ны Франца, которая возбуждается на границе 
между освещенной и теневой частями сферы. 
Разность времен прихода этих двух волн в точке 
наблюдения М  равна

А Т  = ^ 2 х /г 2 -  а 2 +  7taj -  2(г  -  ~

что дает период осцилляций

4 / ■ = - ! - . - ------т .

л г  ° Ь Ч )
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Выражая период осцилляций через к(1а, получаем 

д r _  2naAf 2л

л  + 2 -  -

что для г  =  500 м и а =  0.3 м дает Д*||И/  =  1.2217. На 
рис. 3 период осцилляций ранен 1.2084.

Перейдем к рассмотрению рассеяния имнульсон.
Пусть источник излучает сигнал с косинусои­

дальной огибающей длительностью 2Д/ = 10 мс и 
частотой заполнения со, = 16лх 104 с

т  =

0,

i [ l + c o SH
А/.

I < -А/,

-  A t < t < At,

0, / > А/.

Его спектральная плотность равна
А /

5  (со) =  |  Y(t)eM dt =
-м

л 3 sin (А/(со-со,.))

[ л ’ -  (А/)2 (со-со,.)2](< о-со ,)

(20)

Во временной области мы будем сравнивать сиг­
налы, полученные в точке наблюдения М  в сво­
бодном пространстве:

Ф(/) (/) =
(Ч+А> ]

= J -R e j |  Ф,у| (со)A(co)exp(-/coc)c/coi,
(21)

(ч-А.

где Af  =  10 кГц, Дш = 2лД7, Ф(/) (со) задается (фор­
мулой (18), и в случае, когда рассеиватель нахо­
дится в волноводе.

Г "\*х,
<t>(/) = ^ -R e  J  Ф(со).5(со)ехр(-/со/)с/со

1ч-А,
( 22)

Рисунки 4 и 5 показывают нормированный к 
единице эхо-сигнал в свободном водном про­
странстве

/•</>(,) =  ф ( / ) ( / ) ,  (23)
а

отраженный от акустически жесткой сферы ради­
уса а =  0.3 м, г  =  500 м, и в волноводе.

В свободном водном пространстве время 
прихода геометро-оптического эха (прямого им­
пульса подсветки) равно 2 ( г - а ) / с а = 0.6838 с, 
а время прихода первой волны Ф ранца

2 -  а 2 + л ~  й | л  + 2 -  -  - J  j c Q ~ 0.6849 с.

Таким образом, волна Франца приходит через 
I мс после геометро-оптического эха, ингерфе-

и
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Рис. 3. Функция формы для эхо-сигнала, отраженно­
го от акустически жесткой сферы радиуса а = 0.3 м, 
расположенной в изотропном водном пространстве; 
г=  500 м.

F U \  I

Рис. 4. Нормированный к единице эхо-сигнал, отра­
женный от акустически жесткой е<|>сры радиуса а = 0.3 м 
в случае свободного водного пространства; г = 500 м.

Рис. 5. Нормированный к единице эхо-сигнал, отра­
женный от акустически жесткой сферы радиуса а = 
= 0.3 м. расположенной в волноводе; г = 500 м.

рируя с ним. Амплитуда волны Франца составля­
ет не более 0.025 амплитуды волны геометриче­
скою  эха. Поэтому импульс, рассеянный акусти­
чески жесткой сферой в изотропном водном
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М (источник/ 
приемник)

Рис. 6. Лучевые траектории /' и А, которые вносят 
свой вклад в процесс рассеяния.

Рис. 7. Траектория луча, частично распространяюще­
гося в полупространстве г < —Н.

пространстве, практически не отличается от из­
лученного импульса (см. рис. 4).

В случае волновода геометрия рассеяния до­
полняется лучом, отраженным от границы z  =  —И 
(см. рис. 6). Поскольку мы рассматриваем на­
правленный источник с углом раскрыла конуса 
излучения, равным 4.5°, то этот луч дает вклад в 
процесс рассеяния, если выполнено условие 
а  < 2.25° (см. рис. 6). Легко видеть, что это усло­
вие выполнено.

Таким образом, все эти импульсы интерфери­
руют друг с другом и с волной Франца. При изме­
нении геометрии задачи геометро-оптический 
импульс и импульсы, отраженные от дна, расхо­
дятся во времени (см. например, 1211).

Таблица 1. Времена прихода сигналов подсветки (обо­
значения Р соответствуют траекториям, указанным на
рис. 6) при г = 500 м

2Р\, с />, + Рь с 2Л .с

0.683841 0.6838453 0.6838496

Наличие полупространства z  < —//, в котором 
К1$адрат преломления меняется по линейному зако­
ну (I), приводит к дополнительному вкладу в про­
цесс рассеяния волны, которая показана на рис. 7.

Вычисления, проведенные в Приложении Б, 
показывают, что для данной геометрии задачи 
луч, частично распространяющийся в неоднород­
ном полупространстве (см. рис. 7), отражающий­
ся от сферы и возвращающийся в точку М  тем же 
путем, появляется при = 72.886°, т.е. он лежит 
вне конуса излучения рассматриваемого направ­
ленного источника. Этот луч попадает в конус из­
лучения только при расстояниях г  > 6 км.

Отдельного анализа требует учет влияния шу­
мов и помех, которые будут проявляться при из­
мерениях эхо-сигналов, рассеянных на телах в 
волноводах. Однако этот анализ выходит за рам­
ки настоящей работы.

ОБСУЖ ДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ

В работе моделируется акустическое поле, рас­
сеянное акустически жесткой сферой. Сфера по­
мещена в волновод, скорость звука в котором по­
стоянна у границы воздуха и воды, а ниже этого 
слоя скорость звука возрастает с глубиной, при­
чем квадрат преломления меняется по линейному 
закону. И сточник/присмник также находятся в 
слое с постоянной скоростью звука.

Коэффициенты рассеяния сферы вычисляют­
ся с помощью метода нормальных волн. Число 
нормальных волн удается сократить за счет учета 
направленности источника. Моделирование про­
ведено в диапазоне частот 7 0 -90  кГц при рассто­
янии между рассеивателем и источником/прием- 
ником, равным 500 м. Излученный сигнал пред­
полагается импульсным с косинусоидальной 
огибающей и центральной частотой, равной 
80 кГц. Его длительность 10 мс. Выделенный од­
нородный слой должен содержать рассеиватель, а 
также источник/приемник. Вместо однородного 
слоя —Н < z  ^  d  можно рассматривать, напри­
мер, однородный слой - Н  < г <1 а + е, е > 0 ,  и 
слой а + е < z  ^  d, скорость звука в котором мо­
нотонно возрастает или убываете глубиной. При 
этом изменится только коэффициент отражения 
от верхней границы.

В случае произвольного монотонного возрас­
тания с глубиной скорости звука в полупростран­
стве надо заменить решения уравнения Гельм­
гольца их высокочастотной асимптотикой, кото­
рая будет выражаться через функции Эйри.

Геометрия задачи такова, что времена распро­
странения импульсов подсветки различаются не 
более чем на 1 х 10 5 с, а время распространения 
импульса, соответствующего волне Франца, от­
личается от времени распространения луча пря­
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мой подсветки менее чем на 1 мс. Поскольку дли­
тельность излученного импульса равна 10 мс, го 
все импульсы подсветки интерферируют друг с 
другом и с волной Франца. В результате эхо-им­
пульс в волноводе существенно отличается от из­
лученного импульса и эхо-импульса в свободном 
однородном водном пространстве.

Рассеиватель считается акустически жестким. 
Для рассмотрения акустически жидкой сферы, 
упругой сферы или упругой сферической оболоч­
ки надо изменить коэффициенты '/'-матрицы 
(см. например, |20 | и Приложение А в 111). В этом 
случае эхо-импульс еще более усложнится. Если, 
например, рассеиватель акустически жидкий, го 
появится еще один импульс, соответствующий 
волне шепчущей галереи, распространяющейся 
внутри сферы. Этот импульс будет интерфериро­
вать со всеми импульсами подсветки, что еще бо­
лее усложнит структуру эхо-сигнала.

Результаты работы могут быть использованы 
при разработке практических методов и алгорит­
мов гидроакустического мониторинга мелкого 
моря.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Министерства образования и науки Российской 
федерации в рамках Договора №  02. G25.31.0I49 
от 01.12.2015.

ПРИЛОЖЕНИИ А
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Рис. 8. График функции g(i0) на промежутке 
-7  < /0 < 0.

уравнение (А1) в промежутке -89.3733 < /() < 0 
имеет 351 нуль.

ПРИЛОЖЕНИЕ Ь

Найдем угол показанный на рис. 7. Посколь­
ку на дуге NN' угол наклона x(z) связан с углом 
Х(~Н) = Хо законом Снеллиуса п cos(x) =  cos(Xn), 
где п =  c{)/c (z ) (см. (1)), го длина отрезка |/WV| дает­
ся выражением

Запишем уравнение (13) для нахождения кор­
ней £ =  £j в терминах переменной 10:

Я ('о)

cos ( R
= 0,

(d  + l l ) Л/’(/о)

(А I)

где

s ( 'o )  =  s in | g ( ^ +  / / )

-  у - /0 cos

Л'"('о) -  

(d  + H ) \ A i  (/„) = 0.
(A2)

Промежутку cos2 .2 5 ° < ^ < 1  соответствует 
-89.3733 < /0 < 0 при /  = 80 кГц. График функ­
ции g (/H) при -7  < /„ < 0 показан на рис. 8.

Двигаясь слева направо с шагом  5— , рав-
\ d  + H J

ным периоду функции в левой части уравнения 
(А 1), находим пары ближайших друг к другу то­
чек, в которых функция gU,)) меняет знак. Каждая 
такая пара даег интервал, внутри которого лежит 
единственный ноль функции #(/„), который нахо­
дится методом дихотомии. Всего при /  =  80 кГц

-//
A = |A/V| = 2co  s Z„ f T = ^ L  

i у/Г -  соcos’ Хо

w(j) = cos2x„.

Так как согласно ( I ) п  (г) =  I +  y ( z  +  И ) ,  z  <  - И ,  
то

|yV/V*| = — cos Хо sin х0; 7 = 2.4633x10 ' м ’. 

Поскольку

|/V/>| = \М /*1/tgXo = I-5ctgx„,

M l  = \01М'ЪХо = ctgXo,

то Хо находится из уравнения

2-5ctgXo + -c o sx o s in x o  = \LP\ = V r’ - 0 .5 3, (Б1) 
7

которое можно записать в виде кубического урав­
нения относительно Z  =  tgXo:

Z 4 r 2 -  0.52 + ̂  Z2(-0.37 -  1) +
_____ L  ( Б2)

+ уА г1 -  0.52 - 2.5 = 0.
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