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Предложена математическая модель нелинейной упругой цилиндрической оболочки типа Кирхго­
фа—Лява, окруженной упругой средой и содержащей вязкую несжимаемую жидкость. В рамках 
предложенной модели проведен аналитический и численный анализ волновых процессов. На осно­
ве разработанного вычислительного алгоритма создан комплекс программ, позволяющий постро­
ить графики на их базе и получить численные решения задач Коши при точных решениях уравне­
ний динамики оболочек без учета жидкости в качестве начального условия.
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ВВЕДЕНИЕ
В современной волновой динамике одним из 

важных направлений является изучение пове­
дения волн деформаций в упругих оболочках. 
Н елинейные волны деформации в стержнях, в 
том числе окружсных упругой средой, исследо­
ваны в 11 —3 1. Волны в пластинах, в том числе 
неодномерные, изучены в |4 |.  Для упругой ци­
линдрической оболочки проведено исследова­
ние волновых процессов в работе |5 |.  Подроб­
ные обзоры работ, посвящ енных нелинейным 
волнам в стержнях, пластинах и оболочках, 
приведены в |6 , 7|.

Учет влияния линейно- и нелинейно-упругой 
окружающей среды на волны деформации в 
стержне и в оболочке приведен в 18—111, и, как от­
мечено в 1101, члены уравнений, характеризую­
щие влияние упругой среды, присутствуют в обо­
их уравнениях динамики оболочки в силу связи 
продольных и нормальных перемещений.

Известны математические модели волновых 
движений в бесконечно длинных геометрически

и физически нелинейных оболочках 1121. содер­
жащих вязкую несжимаемую жидкость, на базе 
связанных задач гидроупругости, описываемых 
уравнениями динамики оболочек и вязкой не­
сжимаемой жидкости в виде обобщенных уравне­
ний Коргевега—де-В риза (КдВ). Найдены эф ­
фекты влияния вязкой несжимаемой жидкости 
на поведение волны деформации в оболочке в за­
висимости от коэффициента Пуассона материала 
оболочки. В частности, при наличии жидкости в 
оболочке из неорганических материалов (различ­
ные трубопроводы в технологических сооруже­
ниях) выявлен экспоненциальный рост амплиту­
ды волны. В случае органического материала 
(кровеносные сосуды) наличие жидкости приво­
дит к быстрому затуханию волны.

Решение поставленной в настоящей работе за­
дачи представляет актуальную, сложную пробле­
му. имеющую важное значение для акустической 
диагностики и нсразрушающего контроля мате­
риалов. Интерес к подобным задачам во многом 
инициирован необходимостью анализа упругих и
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динамических свойств нанообъектов, в частности 
карбоновых нанотрубок.

Получим соответствующее уравнение с помо­
щью асимптотических методов малых парамет­
ров для решения связанной задачи гидроупруго­
сти, включающей уравнения динамики геометри­
чески нелинейной теории упругих оболочек, 
окруженных упругой средой, и уравнения дина­
мики вязкой несжимаемой жидкости с соответ­
ствующими граничными условиями.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим бесконечно длинную упругую ци­
линдрическую оболочку, внутри которой нахо­
дится вязкая несжимаемая жидкость. Уравнения 
движения вязкой несжимаемой жидкости и урав­
нение неразрывности в цилиндрической системе 
координат г, 0, х  записываются в случае осесим­
метричного течения в виде 113, 14|

ЭК + К Э ±  + К д Г г + -l h  =
dt дг дх р дг

= J d ! K + i d K + ^ K - Y r
дг2 г  дг д х 2 Г

д К  , ,/ дУх | у ЪУх , 1 др _
dt дг дх  р дх

( д 2У 101 
= v д %  + \_ д К  + г К

дг2 г дг дх2
дУ V дУ ^  = 0.
dt дх

О )

На границе с оболочкой при г = R -  W  выпол­
няются условия прилипания жидкости 1131 в под­
ходе Лагранжа:

к  + и Э > = №
дх дг dt

к . ^  + и д К -
дг дх

д\У  
dt '

(2)

Здесь t — время: Уг, Ух — проекции вектора скоро­
сти на оси цилиндрической системы координат; 
р  — давление; р — плотность; v — кинематический 
коэффициент вязкости; U — продольное упругое 
перемещение оболочки по оси х , W  — прогиб 
оболочки, положительный к центру кривизны; 
/?, — внутренний радиус оболочки; R — радиус 
срединной поверхности оболочки; /*, — толщина 
оболочки (/*, =  2 (R  -  /?,)) и /*, <  R.

Уравнение динамики геометрически нелиней­
ной оболочки записываются в виде 115|

Р А ^ п ^  R РиУ» Р А си
R Г

= ~Ях,

0 +  ^ ) 1-I -  Цо \ 1 2 Эх

R 2 R

( 3)

12

W_ 
J R2

дх

+ - Ц о ^ } } )  +  Р А К  + kx̂ w  = Qn-

Здесь qx, qn — напряжения со стороны жидкости, 
находящиеся внутри оболочки; р„ — плотность 
материала оболочки; р 0 — коэффициент Пуассона;

Г -1 2 -1~11/2Е  — модуль Юнга; с0 = Ер0 (1 -  р 0) — ско­
рость звука в материале оболочки; / —длина волны. 

Выражения в уравнениях системы (3) и

- к ,  R 9<Аа  и +  кА (4)
/ /?'/" г

характеризуют реакцию упругой среды, в которой 
расположена труба кругового сечения 110, 11, 161.

Выражение - к г R (J + kt -  реакция

на продольное перемещение, а слагаемые

к W  — реакция на сдавливание (сжатие).

Поверхностные напряжения со стороны жид­
кости, снесенные на невозмущенную поверх­
ность оболочки (И'' <§ R), определяются формула­
ми 113]

Ях

Яп

(дУх , дУЛ
PVL  3 x ) _ L _ „ /

~Р + 2 p v ^
or Jr=R-W

(5)

УРАВНЕНИЕ Д И Н А М И КИ  ОБОЛОЧЕК

Принимая за характерную длину / длину вол­
ны (длинные волны), перейдем к безразмерным 
переменным для исследования уравнений (3):

W  = U = итиь X* = у , t* = J t .  (6)
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—  = 0 ( e ) ,  -  =  0
R I

л

(7)

П оложим

^  = £, ^  = 0 (е ) ,
R I

к > = 0 (  1), А, = 0 (1 ) ,  *4 = 0 (1 ) ,

где е <  \ -  малый параметр задачи (3).
Применим метод асимптотических разложе­

ний, вводя независимые переменные в виде
С, =  х * - С 1 * ,  Т =  £/*, (8)

где с — безразмерная неизвестная скорость вол­
ны, т — внутренняя переменная, а зависимые пе­
ременные — в виде разложения по малому пара­
метру е:

м, =  и,0 +  емм + . . . ,  м, =  м,(|+ е м „ -к .. .  (9)

Подставляя (6), (8), (9) в уравнения (3) с уче­
том оценок (7) получим в нулевом приближении 
по е линейную систему уравнений:

-Цо +  «зо -  0. 
0S

Э2м,ш
Ъ 1

-Но
Эмзо
Ъ  э$2 ’

из которой следует связь

«зо =  Мо
Эм,» (Ю)

и определяется безразмерная скорость волны:

с2 = 1 -й о- (II)
При этом в нулевом приближении скорость волны 
j E /p „  совпадает со скоростью звука в стержне.

Из следующего приближения по е, учитывая 
(10) и (11), находится уравнение, являющееся со­
ставным для мш:

Д~«ю . з/l -  МоЭм|0Э~М|0 ц и\] \  -  р,, Э4м|0
Э ^Эт 2 д£, Э £ 2 2 Э ^

+

+ Р<>̂1 Эм,10
2л/Г Во2 д$2

2-y/l - | i (2 емт poVo

-  k 3u ,0 +  к 4и 10 = ( 12)

ОП РЕДЕЛЕНИ Е НА ПРЯЖ ЕНИЙ. 
ДЕЙСТВУЮ Щ ИХ НА ОБОЛОЧКИ 

СО СТОРОНЫ  Ж ИДКОСТИ
Для определения правой части уравнения (12) 

введем безразмерные переменные и параметры

V  = w  —  v V  = w  —̂  у  г " т  I  n  '.V " т  ‘  ■
-  ... £Ь 

Л,

р = Р Щ ^ Р ,  У  = *  = 0
я '  /

1
2

г * = ' ,
R

w„
(13)

X =  -=a =  0 ( e ) .
R

Подставляя (13) в уравнение гидродинамики 
(I) и граничные условия (2), представим безраз­
мерные скорости и давление в виде разложения 
по малому параметру X:

(14)Ух = к" + + ..., \ г =  к" + Ху\ + ...,

Р = р ° + х р ' + ....
В нулевом приближении по \|/ (»|/ = 0 — гидроди­

намическая теория смазки), считая 1 —
v

ползущие течения 1171, и в нулевом приближении 
по X получаем уравнения гидродинамики (клас­
сические уравнения гидродинамической теории 
смазки)

V  = 0 Э /  = ±_Э_
Эг* ’ Эх* г*Эг*

Г*<К
Эг*

-(г*г“) + ̂  = 0 * V г )
и
г* Эг*v 4  Эх*

(15)

и граничные условия 

Э /  Эг"
r * S ^  =  o, r* l i l i  =  o, где г* =  0,

Эг* Эг*
О Эм, о Эм, * .

У'  = Э ? ’ гле ^  =
Из решения задачи (15) и (16) следует, что

0 6 )

р" = 1 б [ 1 Эм, Г ^ Э х * ' Э х*,
_2Э /* J Эг*

Э к” = г !  Эр >|
-  = 8 Г ' ^ 1 - f — Эх*

Эг* г*=1 2 Эх*|г.=1 L2 Э/* Эг* J

(17)

Учитывая, что были введены переменные (8), (9) 
и имея соотношения (10) и ( 11), из (17) получим

Р° = 8>/с-Цо[2(10 -  1]м10,

^ 4  = 4з/Г-ц|[2ц(| — 1] .
Э/%=1 К

С  принятой точностью по е. v(/. X из (5) найдем

|Эми (18)

3 V л  г Эк,
Я* =  Рсо

«с0 Эг* г’=I
« „ = - А ^ р  с У

V R \c o

и, следовательно, выражение в правой части 
уравнения (12) принимает вид

(19)

УРАВНЕНИЕ ДИ Н А М И КИ  С УЧЕТОМ 
НАЛИЧИЯ Ж ИДКОСТИ В ОБОЛОЧКЕ

Подставляя (19) в уравнение (12), окончатель­
но получим
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д 2“ю , Vl -Ц о ^ “ ю d2uw . M.Wl -  Mu З 4
Э^Эт

I * ~ г » --- и/ ~ "Ш  I I
2 «  „ 2  +

м 1()

Ъ  Э$2 Э^4
+

+ - Й Ц % - М о + м ,  ̂ =
2\1 -  Во

= 2 ^ [ . - 4 ц 2] ^ .  
P A V n L J ЭЕPoAj V o 1 

Легко видеть, что замена

Эм,

( 20 )

(21)

( 22)

- f  =  Ф. Л =  с2£> т  =  с/  

позволяет записать уравнение (20) в виде

Ф,- +  бфф,, +  фмпп +  52Ф „ -  S-ф -

-  53J  (рЭл + s4 ( |  фЭл) =  0.

Постоянные с, и с3 определяются при подстанов­
ке (21) в (20) и имеют вид

с _  |°0 .  -  1
\ а ,  V<W

при этом вводятся обозначения

5 — 0л/сг(|0 |, 52 — сьо н, 53 — а ,а „  $4 — — —
<*0

где

6 о „ = з Е 5 ,  0 , = Й з Е Й ,  
2 2

о ,  =  *3, о 4 =  *4, а  =  2 - v-
Р A  Vo

1

[l-4 P o ]-

Отметим, что 5 > 0 при |х0 < ^  — неорганические

материалы, 5 < 0 при р0 > ^  — живые организмы,

и s = 0 при |Xq = ~ — несжимаемый материал, та­

кой как резина, или отсутствие жидкости.
При отсутствии ЖИДКОСТИ 5 = 0 получим из 

(2 2 )уравнение

ф,- + 6фф„ + фп„п + 5,ф„ -

-  53J  фЭл + 54 (J  фЭл) =  о, 

которое имеет точное решение в виде солитона:

ф=£с4 ЩЧ^+2*4+4 1 }'
|фЭЛ =  £1 th i j s n - —  +  254 +  S-, 11

2 V 54 U 4 )  .

(24)

что легко проверяется подстановкой и находится 
представлением решения в виде многочлена по

степеням th второй степени. Эта степень позволя­
ет уравновесить дисперсию и нелинейность.

Отметим, что упругая окружающая среда вли­
яет на скорость волны деформации в оболочке в 
сторону увеличения.

ЧИСЛЕННО Е МОДЕЛИРОВАНИЕ

В работе 1181 развит подход к построению раз­
ностных схем, основанный на построении пере­
определенной системы разностных уравнений, 
получаемой из аппроксимации интегральных за­
конов сохранения и интегральных соотношений, 
связывающих искомые функции и их производ­
ные. В результате разностная схема определяется 
как условие совместности для данной системы. 
Таким образом получается разностная схема, ав­
томатически обеспечивающая выполнение инте­
гральных законов сохранения по областям, со­
ставленным из шаблонов интегрирования по­
строения.

Запишем уравнение (22) в виде системы в ин­
тегральной форме:

<£ (—350ф2 - Л’2ф)э/ + фс/Г) +

+ JJ ( 5ф -  53Ф + 54Ф1 )Э/Эп = о, (25)
Q

а
| ( ^ п п - Ф п И  =  0
h

для любой области £2 и любого интервала а > Ь. 
Здесь связь |ф Э г| =  Ф записана через ее произ­
водную. Это связано с тем, что для устойчивости 
численного решения разностной схемы необходи­
мо диагональное преобладание в соответствующей 
ей матрице. В результате для Ф будет получено урав­
нение второго порядка, и нужно будет лишь зафик­
сировать вторую произвольную константу в реше­
нии. Для перехода к дискретной формулировке со­
поставим и" = ф(/„,Г|у), U" = Ф(/„,Г|у) и выберем в 
качестве базового контур, показанный на рис. I , а 
для а, Ь — точки j  +  2 ,у соответственно.

Добавим интегральные соотношения
л,.|

J  илс1ц = u(t,T\j+f) -  u(l,T\j),
1,

Ч„2
"пп^П = "п (М1у+2) -  НцОг Пу)< (26)

n,
П/.I

J  и ^ ц  = U(t,y\J+i) -U ( t , \ \ j ) .
л.
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Используя для интегрирования по времени и пер­
вой производной по л формулу трапеций, а но 
второй производной по л  формулу среднего зна­
чения и полагая /,,+) —1„ = т, т)уЧ| — Лу = Л, перепи­
шем соотношения (25), (26) в виде

\ U j  +  U j  ~  U j + 2  ~  U J + 2  )  -  

I n  л+1 я л+l \
\ U ’Vb +  “ n i i  W4U /t 2 “ ЛП/+2 J  

-  2.9, (и ' + u " " ~  u%2 -  и”1'2Щ  +

+ («;+' -  u%\)2/ , - ( s (u% l+ w". i) -

- 5, (unj l \  + u%x) + + l/^,))At = 0, (27)

K +2- ^ ) - ( « ; +2 - « ; ) = o ,

(“п"+| +  “л") 2 = W"+I “

«лл;+.2Л = < +2 - С

Поскольку пакет 1181 работает только в случае 
линейных разностных идеалов, а исходное д и ф ­
ференциальное уравнение(22) нелинейно,зам е­
ним нелинейную часть введением дополнитель­
ной функции F  =  3s„w\ За счет выбора допусти­
мого упорядочения так, чтобы и У U F, а
затем по переменным n ,j ,  нелинейная часть не 
будет входить в лидирующие мономы системы 
при построении базиса Грёбнера, и структура ба­
зиса позволить проверить принадлежность иско­
мой разностной схемы.

В результате получим следующую разностную 
схему для уравнения (22), аналогичную схеме 
Кранка—Николсона для уравнения теплопровод­
ности:

2л+1 2/1+1./ -цт| -1/1-Г1 v < 2л \
+ 3s (“  7*1-“  + |

4A

2n

. / /  я+1 л+1 , л+1 л+К .
+  ((w >+2 -  2u J + l  +  2U j . x -  U j _ 2 )  +

+ (u%2 -  2w'',, + 2i#;_! -  u"_2) ) / 4A3 +

4/,
M; +l + (/ ; +l + £/; £/3я+| + t/j"

5 ^ -------- i  -  S, i  +  5. - 1----------
2 2 2 

f  /  П ~ \ t t H *  » Л  II IIUj+2 ~ 3(7y+i + U j _  uj+2 -  Uj _  q

A2 2h

= 0,

(28)

Полученные неявные разностные схемы име­
ют квадратичную и кубическую нелинейность 
для следующего временного слоя. При построе­
нии решения использована линеаризация:

Рис. 1. Базовый контур для уравнения (25).

Ф

Рис. 2. Графики численного решения уравнений (22) 
при s = 0.0. s2 = 0.5, sj = Е0 и ,v4 = 0.8 с начальным 
условием, взятым из точного решения (24) при t = 0. 
Численный расчет уравнения (22) с начальным усло­
вием в виде решения (24) при 1 -  0 продемонстриро­
вал хорошее совпадение с точным решением.

2 2 2 , 2  
^+1 = У к*1 ~ vk + Vk =

= ОЪ+1 ~ *'*>(•'*+1 +»'*) + Vl  = vk*\2vk ~ Vl-

Количество итераций для достижения точно­
сти 10~12 на следующем временном слое, как пра­
вило, не превышало 2—3. Шаг по времени /брался 
равным половине шага по переменной Г). Про­
грамма расчета была написана на языке Python с 
использованием пакета SciPy (http:\\scipy.org).

В результате проведенных вычислительных 
экспериментов на известных точных решениях 
при частном наборе параметров для уравнения 
(22) получено хорошее согласие численных и ана­
литических решений.

Численный расчет уравнения (22) с начальным 
условием в виде решения (24) при 1 = 0  показал, что 
влияние упругой окружающей среды в продольном 
направлении приводит к более медленному росту

амплитуды волны при р 0 < “ на рис. 3 и более мед­

ленному затуханию волны при р (| >  ^  на рис. 4, чем 

при отсутствии упругой среды 112|.
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Рис. 3. Графики численного решения уравнений (22) 
при s = 1.0, S2 = 0.5, sj = 1.0 и ,54 = 0.8 с начальным 
условием, взятым из точного решения (24) при / = 0.

Ф

Рис. 4. Графики численного решения уравнений (22) 
при s = -1.0, S2 = 0.5, S3 = 1.0 и s4 = 0.8 с начальным 
условием, взятым из точного решения (24) при г = 0.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В представленной работе было проведено ис­
следование модели волновых явлений в геомет­
рически нелинейной упругой цилиндрической 
оболочке типа Кирхгофа—Лява, окруженной 
упругой средой и содержащей вязкую несжимае­
мую жидкость. Выполненные вычислительные 
эксперименты позволили оценить влияние вяз­
кой несжимаемой жидкости и упругой среды на 
распространение нелинейных волн в упругой 
оболочке с различными значениями коэф фици­
ента Пуассона.

Работа выполена при финансовой поддержке 
РФФИ (проект №  16-01 -00175-а).
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