
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ. 2018. том 64. № 3. с. 330-341

У Д К  534.138

ФИЗИЧЕСКАЯ АКУСТИКА

О РАСПРОСТРАНЕНИИ ЗВУКА В ДИСПЕРСНЫХ СРЕДАХ
© 2018 г. Л. И. Казаков

299006 Севастополь, ул. Г. Шевченко 29. кв. 219 
e-mail: lev-kazakov@rambler. ru 

Поступила в редакцию 05.12.2015 г.
После доработки 23.06.2017 г.

В рамках ячеечной модели теоретически исследовано распространение звука в монодисперсных 
эмульсиях с произвольными объемными концентрациями. Принято, что ячейки эмульсии ограни
чены тонкими и невесомыми жесткими оболочками, позволяющими реализовать принцип мини
мума диссипации энергии при вязких звуковых потерях. Получены решения, охватывающие много 
частных случаев и широкие диапазоны параметров и переменных. Эти решения пригодны для изу
чения акустических свойств как эмульсий, так и суспензий, морских осадков, туманов, дымов, а 
также упруго-вязких материалов с твердыми или жидкими включениями, и т.п. Подробнее рас
смотрено распространение и поглощение звука в эмульсиях и суспензиях. Выполнено сравнение с 
литературными экспериментальными данными.
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ВВЕДЕНИЕ

Интерес физиков к распространению звука в 
дисперсных средах (туманы, дождь, снег) возник 
давно, но серьезные исследования вопроса нача
лись немногим более ста лет назад. Первая теоре
тическая работа была выполнена в 1910 году 
С. Сьюэллом, который в своей теории полагал, 
что малые сферические или цилиндрические 
твердые взвешенные в воздухе частицы (тумана, 
дыма) неподвижны, т.е. не участвуют в звуковых 
колебаниях. Строгое решение задачи о колебани
ях частиц взвеси в звуковом поле дал Г. Дамб, рас
смотревший взвесь твердых шариков малой кон
центрации, когда можно не учитывать взаимо
действие частиц 11, с. 829-835 |. Согласно идее 
Л .И. Мандельштама процесс дисперсии и погло
щения звука в дисперсных средах носит релакса
ционный нелокальный характер. Он предложил 
С.М . Рытову с сотрудниками “ рассмотреть в ка
честве модели среды со вторым механизмом ре
лаксации взвесь тяжелых частиц в жидкости” | 2 |. 
Так появились работы |3, 4 |, в которых авторы, 
используя результаты Буссинеска, Стокса, при
шли к известной формуле Кёнига, с ее помощью 
описали распространение монохроматического 
звука в малоконцентрированной суспензии, а за
тем измерили поглощение ультразвука в водной 
эмульсии ртути, получив хорошее согласие с рас
четом. Позднее результат работы |3 | был неодно
кратно подтвержден, в частности в работах |5—7|,

причем в 151 и 171 рассмотрены как суспензии, так 
и эмульсии, а также тепловые потери в них. 
В работе 161, помимо расчета вязких потерь в ма
локонцентрированных суспензиях, хорошо под
твержденных измерениями, приведены экспери
ментальные результаты по поглощению звука в 
высококонцентрированных (до 40%) суспензиях. 
Термическую дисперсию скорости и поглощения 
звука в эмульсиях первым изучил М.А. Исакович |8 |. 
В работе 191 найдено выражение для амплитудно
го коэффициента поглощения звука в малокон
центрированной эмульсии, обусловленного вяз
костями жидкостей.

Все упомянутые исследования относились к 
малым объемным концентрациям взвешенных 
частиц, не превышающим нескольких процен
тов, когда взаимодействием частиц можно прене
бречь. В этом диапазоне, как правило, эксперимент 
подтверждает теорию. При увеличении концентра
ции теория и эксперимент резко расходятся, как 
убедительно показано, например, в работах |6, 10|. 
Автору известна лиш ь одна сравнительно давняя 
работа |П | ,  относящаяся к суспензиям произ
вольной концентрации и основанная на рассмот
рении ячеечной модели с кубической упаковкой 
ячеек, содержащих твердые частицы в виде малых 
цилиндров в окружении вязкой жидкости. С по
мощью полученных в [ 11| формул “ можно каче
ственно и отчасти количественно разрешить за
дачу о распространении звука в суспензиях высо
кой концентрации". Термическое затухание
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звука в таких суспензиях рассмотрено в это же 
время в работе 1121.

Недавно в Акустическом журнале вышла ста
тья 1131, в которой авторы путем довольно искус
ных, интересных, но не всегда убедительных по
строений сочленяют низко- и высокочастотное 
приближения для комплексной плотности сус
пензии в рамках ячеечной модели, используя для 
внешней границы ячейки условие Хаппеля 1141 
(не лучший выбор, на наш взгляд). Эти построе
ния хороши для качественного рассмотрения во
проса, но не могут заменить точного расчета.

Ниже изложены результаты теории распро
странения монохроматического звука в ячеечной 
модели монолисперсной эмульсии вязких жидко
стей с произвольной объемной концентрацией 
сферических частиц. Низко- и высокочастотное 
приближения этой теории для сферических и ци
линдрических капель приведены ранее в работе 
автора 1151 для четырех вариантов граничных 
условий на внешней границе ячейки. Здесь обос
нованно оставлен только один вариант. Теория 
включает в себя в качестве частных случаев все 
ранее известные результаты по поглощению зву
ка за счет вязких потерь в суспензиях и эмульсиях 
малых концентраций. Для малоконцентрирован
ной эмульсии маловязких капель в сильновязкой 
жидкости получен новый результат, состоящий в 
независимости от частоты амплитудного коэф
фициента поглощения звука и иной зависимости 
его от размера капель (см. формулу (42)).

Эмульсией называют дисперсную систему, в 
которой капли одной вязкой жидкости распреде
лены в другой вязкой жидкости. Во множестве 
предельных случаев от эмульсии можно плавно 
перейти к другим дисперсным образованиям. 
Так, если вязкость капель устремить к бесконеч
ности, получим суспензию. Если дисперсная фа
за представлена пузырьками газа, имеем газовую 
эмульсию, которая в свою очередь переходит в 
пену, когда объемная концентрация газа близка к 
единице, и т.д. Общие уравнения движения изо
тропной упруго-вязкой несжимаемой среды от
личаются от уравнений Навьс—Стокса для вязких 
несжимаемых жидкостей в случае гармонических 
колебаний лиш ь тем, что в них вместо вязкости 1) 
стоит величина /р*/ю, где р* =  |i(l  — /6) — ком
плексный модуль сдвига: р — модуль сдвига; 5 — 
коэффициент сдвиговых потерь; о  — круговая ча
стота звука; / — мнимая единица. Поэтому выпол
нение для обеих жидкостей или для одной из них 
в полученных выражениях замены Г| —> /р* /со де
лает последние пригодными для описания ком
позиций из упруго-вязких несжимаемых матери
алов или их сочетаний с вязкими жидкостями. 
Таким образом можно, например, изучить свой
ства искуственных сред в виде резины с твердыми 
сферическими или цилиндрическими включени

ями. Упруго-вязкие несжимаемые материалы 
охватывают огромный класс веществ — резины, 
мягкие пластмассы, смолы, битумы, биологиче
ские ткани и т.п. Задачи решены в рамках ячееч
ной модели, и поэтому результаты предполагают
ся верными для эмульсий с произвольными объ
емными концентрациями капель.

ЯЧЕЕЧНАЯ МОДЕЛЬ ЭМ УЛЬСИИ

Рассмотрим монодисперсную эмульсию из 
одинаковых капель в виде упорядоченной струк
туры ячеек типа гексагональной плотнейшей упа
ковки. Каждая капля радиуса R находится в цен
тре элементарной ячейки в окружении вмещаю
щей жидкости. Гидродинамическое и тепловое 
взаимодействие капли с соседними каплями осу
ществляется через воображаемую внешнюю гра
ницу ячейки, приближенно аппроксимируемую 
сферической поверхностью радиуса R{.

D
Обозначим отношение радиусов: ^  =  — . Ради- 

ус R | определяют так, чтобы объемная концен

трация е капель в эмульсии была равна £ = т.е.

Таким образом, изучение монолисперсной 
эмульсии сводят к изучению пробной капли в 
ячейке. Предположим, что поверхностное натя
жение достаточно велико, чтобы капля могла со
хранять при движении свою сферическую форму. 
Тогда целесообразно решать задачу в сфериче
ских координатах с началом, помешенным в 
центр капли, движущейся относительно непо
движной лабораторной системы координат по
ступательно со скоростью U(t), которую требуется 
найти, в отличие ог заданной скорости Р(/) полю
сов ячейки. Выбранная система отсчета неинер- 
циальна, и в ней, наряду с возможными “обыч
ными” переменными во времени массовыми си
лами, на единицу массы жидкости действует сила 
инерции

F =  -d \} /d t.
Векторы U, V, F будем считать направленными 
вдоль полярной оси сферической системы коор
динат.

Механизм гидродинамического взаимодей
ствия капель в эмульсии нс вполне ясен — неиз
вестно, например, как задать граничное условие 
для тангенциапьной скорости Г,, внешней жидко
сти на границе ячейки. В литературе использова
лись различные варианты, основанные на эври
стических соображениях 114; 15, с. 46—48; 16, с. 42|. 
И з четырех известных автору вариантов только два 
физически состоятельны, это — жесткая оболочка 
ячейки и условие Хаппеля 114|, состоящее в тре-
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бовании обращения в нуль касательных напряже
ний на границе ячейки, что может быть обеспече
но оболочкой в виле тонкого слоя идеальной 
жидкости. Лишь в этих двух случаях совпадают 
результаты расчета низкочастотных вязких звуко
вых потерь в суспензиях, полученные двумя раз
ными способами. Вторым условием “ правила от
бора" примем требование подчинения принципу 
минимума диссипации энергии, который, таким 
образом, используем вместо недостающего гра
ничного условия. Оказалось, что для того чтобы 
вязкие потери в ячейке суспензии были мини
мальны, внешняя граница ячейки должна быть 
жесткой оболочкой. Видимо, сказывается умень
шение интенсивности движения из-за трения 
жидкости о жесткую границу: при свободной по
верхности ячейки (условие Хаппеля) потери воз
растают в два—три раза. Одним словом, всегда бу
дем считать, что ячейку эмульсии ограничивает 
жесткая, тонкая и невесомая оболочка. На высо
ких же частотах, когда глубина проникновения 
вязкой волны от колеблющейся капли во внеш 
нюю жидкость мала в сравнении с расстоянием 
между каплями 117, с. 115|, взаимодействием по
следних можно пренебречь и, следовательно, пе
рейти к неупорядоченной эмульсии из независи
мых капель (без оболочек).

Изучим распространение плоской гармониче
ской звуковой волны в монолисперсной эмуль
сии. Предположим, что длина волны звука во 
много раз превышает размеры элементарной 
ячейки эмульсии. В этом случае эмульсию можно 
считать “ микронеоднородной средой” , которая 
для звука представляется “акустически однород
ной” [18, с. 56, 571 и характеризуется эффектив
ными параметрами — плотностью р, скоростью 
звука с и другими.

Акустическое сжатие среды, или относитель
ное приращение ее плотности 118, с. 27|, равно

s

4 ягде К, = — к /?, — объем ячейки. В приближении

линейной акустики s <  1, и поэтому справедлив 
закон Гука: акустическое сжатие s пропорцио
нально звуковому давлению Р, т.е. s -  кР. Из двух 
последних выражений следует

* = I  = _ ± ^ L
Р К, дР

Величину к называют коэффициентом всесто
роннего сжатия 117, с. 650| или сжимаемостью 118,
с. 281 среды. Обратная величина I/ к  есть эф ф ек
тивный модуль всестороннего сжатия эмульсии.

5р _  8 Г| 

Р “  К '

Зная к и р, найдем скорость звука в эмульсии 118, 
с. 281

д = м

и волновое число гармонической звуковой волны

ic = -  = (I)
с

При гармонических колебаниях зависимость 
переменных от времени I представляют множите
лем е~1Ш, например, U(t) = Ue~,w, где U — ком
плексная амплитуда колебательной скорости 
центра капли.

ВЯЗКИЕ ПОТЕРИ

Если плотности жидкостей в ячейке разнятся, 
то U не совпадает с амплитудой V колебательной 
скорости жесткой оболочки, т.е. капля движется 
относительно вмещающей жидкости. При этом за 
счет вязкостей обеих жидкостей происходит ча
стотно-зависимая диссипация механической 
энергии, пропорциональная мнимой части эф 
фективной плотности р (ср. 119, с. 413|). Таким 
образом, р есть комплексная функция частоты, 
она найдена в 115| (см. также Приложение):

р«о) =  р,(ш) + /р2«о) = р 1+ Р ' - Р &U  
Р V

(2)

где р — плотность вмещающей жидкости, р' — 
плотность капли1. Обе части комплексной плот
ности р однозначно взаимосвязаны выражающи
ми принцип причинности дисперсионными соот
ношениями типа Крамерса-Кронига 115, 19, с. 416; 
20, с. 389; 211, т.е. “диспергирующая” среда в то 
же время является “ поглощающей” 120, с. 3781. 
Это же относится и к сжимаемости эмульсии к , 
которая слагается из сжимаемостей ф аз к и к' и 
является, вообще говоря, тоже комплексной 
функцией частоты:

к( со) =  А,(со) +  /£ 2( со) ,

причем наличие к2((о) обусловлено тепловыми 
потерями.

Обычно рассматриваемое поглощение звука 
малб в том смысле, что малб относительное убы
вание амплитуды звукового давления Р на  рассто
янии порядка длины волны 117, с. 370|. Это озна
чает, что малы мнимые части к и р:£ ,< § £ ,  и

1 Физические величины, относящиеся к жидкости капли, 
будем отличать штрихами.
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р2 <ё р|. В таком случае волновое число к  (1) при
нимает вил

где

ic((o) = iC|«o) + /кг2(со) = —— + /к,(со), 
сФ«о)

сф(со) = ■■■■- (3)
>/А:,(со)р|( со)

— фазовая скорость звука в эмульсии,

к2(со) = —в  со ( Щ  +  р2«о)"1 (4)
2c0 (co)Ui(co) р|(с0) J

— амплитудный коэффициент поглощения звука
(амплитуда убывает с расстоянием х  как

Согласно (3) дисперсию фазовой скорости 
ёф(со) определяют частотные зависимости веще
ственных функций Л,(со) и р,(со). Согласно (4) ко
эффициент поглощения к2((о) слагается из коэф
фициентов термического и вязкого поглощения.

Здесь изучим последнее, в связи с чем будем счи
тать, что дисперсия сжимаемостей фаз и соответ
ственно тепловые потери отсутствуют, и к ( со) яв
ляется вещественной постоянной величиной 118, 
с. 571:

к = к % ' + к( 1- ^ ) .
При необходимости учета тепловых потерь следу
ет использовать результаты работы 1121.

Формула (2) выведена для несжимаемых жид
костей в ячейке. Но таковыми их и следует счи
тать, когда ячейка мала по сравнению с длиной 
волны звука. В работе 1151 приведены лиш ь низ
ко- и высокочастотное приближения для отно
шения скоростей U / V .  Выполнив все указанные 
там вычисления, получим полное выражение в 
виде

U  _  1
V  1 - i q  

где

(5)

ch<;(l - ^ ) -

s M l  -  ^ )  j  +  З п * { — -+- г(1 + £ 2) с М 1  - £ ) -

ch z( 1 -  4) -  

ch г(1 -  0  ~

l - S  + j - O - ? ) | s h  z (  1 -  £ . ) } ^ 2 r )  | г ( 1  -  $ )  +  +  3 ^ 2 -  £ )  -  ^ (6)

sh г(1 -  Ш  + 3rj; z( i - 5 )  +  | K  +  f t

i + | ( i - 3 5  + 5 !) + | 4 ! s h  s ( l  -  4 )

z  = i3/2-£ ~ , a  = p 2 R = ™ -
\ 2л бвя,к

-  г л
/шр

волны во вмещающую жидкость 117, с. 1121,

где двязк = J —а — глубина проникновения вязкой

где

Зт)* = Зг|'С?(х) + В .

х « Ш 0 - «• = . “ £ -2 R = ™ ^
' 2П’ S’

ĤUSIr -  f a '

(8)

(9)

(Ю)

Здесь i) — вязкость вмещающей жидкости, г|' — 
вязкость капли.

— глубина проникновения вязкой волны в каплю,
2\

2 — -  x c o s x  -  (2 -  x")sin х
(7) Q U )  =

3
( 3 - x " ) s i n x - 3 x c o s x  

Q ( x )  = (l + 1.8 9 x 10 ~ V  - 3 .5 2 x l0 " 8a '8 + . . . ) -

-  / —  (l -1 .0 3 x 1 0  V 4 + 2 .187xlO _V 8 + ...) 
4 2 v >

при a ' < 2 k ,

72 .

- /  1

Q ( x ) - м6 Lv a
6 12 216

a '2 ,3a a ,h

(II)
при a '  > 2jc,

В  -  постоянная следующего происхождения.
Поверхностное натяжение о  на границе разде

ла жидкостей будет влиять на движение капли
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лиш ь в том случае, если оно переменно вдоль ее 
поверхности, т.е. когда а  = а(0 ,/). Эта функция 
должна зависеть от скорости течения на разделе и 
быть четной по зенитному углу 0. Считая измене
ние о  малым, разложим его в ряд по косинусам и, 
ограничившись двумя слагаемыми, запишем

а(0,/) =  а„ + BV0(t) cos0,

где а (| -  о g )  = const, В =  const, V{)(t) = -

скорость жидкостей на экваторе капли. Такое из
менение а  может быть вызвано разными причи
нами, например, изменением вдоль движущейся 
границы раздела поверхностной концентрации 
поверхностно-активных веществ (ПАВ), либо по
верхностной плотности заряда у заряженной кап
ли, колеблющейся в растворе электролита 1221, 
и др. Так, для заряженной ртутной капли в окру
жении электролита

—  (1 + 2£3)
В = -------- *-------------------- ,

1_ £ * _ /® С Л (1 + 2$3)

где £<, — равновесная плотность поверхностною 
заряда; у_ — электропроводность раствора; С — 
дифференциальная емкость двойного электриче
ского слоя 115, с. 60].

Использование точного выражения (6 ) напря
мую неудобно: разложения его числителя и зна
менателя начинаются с г5. После сокращения на 
Zs окончательно найдем

2(р '-р Х о /? -х
9г|

3л 2 ^Фт(^)[гС -  + Зл*^Ф 'т (4)[г(1 -  ^)]2/"
( 12)

х т-0 т-0

2 л Х  V»<$)[«(1 -  ^)]2т + Зл '*Х  -  £)]
т=О т=0

Здесь:

2 т

ф„Д) = /Х ^)( 1 - $ ) 3 1 | 2т  +  1т + 9 е [

Ъ п  + 1 От + 9 1-2

3 (т + 2)

£2 + (- /n  + l k 3l
3(/и + 2) V3 / J 

^ )  = D ( m ) ( \ - ^ { \  + ^ ± l ^  + ^ ,

= D(m)
(13)

I + 2 mb, + m(2m + ^ m(m + I) x

x (2m + 1)^’ + m(2m + 3)£,4 + |/w + ^ ) ^ j ,

= IXm)

=

(1 -  $5) + 2аД (1 -  43) + 1 ( 4 m  -  2£ 2(l -  £)

где

5l(m + \)(m + 2) 
2(2m + 5)!

(14)

Ряды в (12) зависят от z  только в виде переменной

z(\ -  £) = / ,/2р. р = ^ ^  -  1 j  = .Я, -  Я), (15)

пропорциональной толщине шарового слоя 
внешней жидкости. Поскольку по (15)

[ г ( 1 - £ ) Г  = (-1 ) '”/",р2и,
то легко установить, что в ( 12) каждый из четырех 
рядов можно представить, например, в виде

^ ♦ . . © [ г О - Э Р  =  £ < - i> 'W 5 » 4'  -  
■ 11 _ (16)

т=0
Благодаря свойствам D(m) (14) эти ряды быстро 
сходятся и удобны для расчетов. Формулы для 
сф((0) и ic2(co) можно получить последовательны
ми подстановками

((13)—(16)) - » ( 1 2 )  ->  (5) ->  (2) - »  (3 ) , (4 ), (17)

но делать это в общем виде слишком громоздко. 
Поэтому целесообразно выполнять по схеме (17) 
лиш ь численные расчеты. Формула (12) (с пред
ставлением (16)) годится “ на все случаи жизни”, 
вопрос лиш ь в том, сколько в каждом случае тре
буется удержать членов ряда. При Р I из (12) 
следует

2(р' -  рхоя2 злФ оФ + зл; ф;д >
Ч -  — — -----------------------------------

•'Ч 2гщг0(£) +  З Д у Д )

где

Ш  = <1-$)3(1 + ^  + ^ 2 + $3) =

= 1 - h  + h * - ? ,  Vo<g) =  i +  k 5,
/ 7  \ (19)

Фь© = <1-$)4( | + ^  + $2) =

= i - ^ + k 3 - ^ s + e ,  ^ ) = 1- е
4 2 4

Функции (19) совпадают с известными результа
тами для ячеек с жесткими оболочками 114|. Если 
(СМ. (7))

2 |р' -  р| со/?2 =  |р ' - р | а 2 =  |р ' - р |Г 2R  V 
9П 9р 9р

то и |^| <  1. Следовательно, по (5)

«  1, (20)
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сф((0) = Сф(0) =
у/Щ,о)

- = (р~ -  p)2r \ W  зпф„(^) + зп; ф;,(4)
9пр(0)Сф(0) 2nvo($) + 3niVo($)’

(22)

(23)
Подстанив это в (2), получим

p,(w) = р%3 + р(1 -  £ ’) =  р(0) (21)

— статическое значение плотности эмульсии;

р2(со) =  (р* -  p£V(co).

Тогда по (3) и (4) найдем в низкочастотном при
ближении2

где 1]'* — вещественное число, если дополнитель
но считать а ’ <t 1, Im /? =  0 (см. (8)—( 11)).

При |г(1 - £ ) | = Р > 4 будет thzO - £ )  = -1 , и из 
(6) следует другое приближение, которое можно 
назвать среднечастотным. Используя (7), запи
шем его в виде

1 - У
Q = -----1

Y
1 -  £  + Л <3$ -  £  + 2$3) -  ^ ( З ^ 2 -  2Z?) +  ,Tl - $ J +  £<1 -  $ -  $3) ~

а  а  1 а

Л (3 ^  -  £2 + 2^ )1  + —  ы  + $3) -  4 (^2 -  43) + /f i  -  $3 -  ■ +  ? )a '  J  «г)  1а а '  L а  J

x f l  +  ^ ( l - § )  +  4 ( 2 - 3 5  + ^ )  +  % - § 2) + i f - l + 4 ( 2 - 3 5  + 42) +V а  а '  а  L a '

+ 1 4 ( 2 - 6 ^  + 3^3) - ^ ( ^ - ^ ) 1  + —  { l+ l ( l - ^ )  + i ^ - ( ; 2) - %  +а  a  J  a r i l  а  а  а

(24)

+ / Д ( ,_ ^ )  + _6_(1_ ^  + ^ ) _ 1 8 ( ^ _ ^ 2)
~  а  а  .

Tl\-I

где

Т — ЗВ _.2р' + р
(25)

При достаточно больших значениях а  отсюда 
можно получить

"тН + 3 / &
уЧ  + 6*

(26)

В этом случае согласно (5), (7), (26) и (27)имеем2

= -------2----- т +  /-------------- ----------------Z. (28)
V 1 - ( 1 - у ) 4  [ l  -  (1 -  f g ]  V2copfl

Если a ’ > 12, то no (11) Q(a') ~ ( I — / )а '/6.Тогда при 
Д = 0

(29)
где

,  =  * = / * - 4 -  ( / - » ?  = </■- о ^
v 2 2 оВ1П|

5, =  .
у ц

Выражение (26) справедливо при

м = ^ 3-

5* = P i .
V РП

Подставив (28) в (2) и приняв (29), получим в вы
сокочастотном приближении

(27) р|(со) =  p<jl +  ^ г 3(1 _ ^  , 3-Л =  Р(~), (30)
2 [l — (1 — Y)^3] j

р :(со) =
W - Y ^ V S f  - г Щ т -  + ?
_____________W pn + УРЛ

2n/2 [ i -  (1 -  Y)^3] ‘ -s/co/г 

Тогда по (3) и (4) найдем

(31)

Определение “низкочастотное” довольно условно, т.к. (20) 3 В работе 115 1 в формуле (2.87) для U/V пропущено слагае-
выполнится и при р' —> р, а р < I будет и при 1; —» 1. р4мое ̂ 4-
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Сф(СО) = Сф(оо) = - =
V*P(°°) 

л/рХ

К2(«) =
9(1 -  УГЧ’ ТрЛ , VpT1, , , +  V(0

_______________w p n + ур  п ;
4>/2[ l -  (1 -  у £ ' ]  р(оо)сф(оо)/г

(32)

. (33)

При I (33) совпадаете результатом работы |9 |.
Таким образом, предельные значения скоро

сти звука сф(0) (22) и сф(°°) (32) не зависят от ча
стоты, размеров капель и вязкостей фаз. К оэф 
фициент (23) низкочастотного вязкого поглоще
ния звука в эмульсии квадратично зависит от 
частоты, как и в однородных средах при различ
ных механизмах поглощения (так называемое 
“ нормальное поглощение” — 117, §77; 18, §120|). 
Его максимум наблюдается при £3 ~ 0.1...0.2, что 
согласуется с известными экспериментальными 
данными | 6, 10, 23|. На высоких частотах коэф
фициент (33) к ,((О) пропорционален %/м. что так
же подтверждается экспериментом 110, 24|. 
В обоих случаях к,(со) зависит от размеров капель.

соответственно, пропорционально R2 и R  1 
(впрочем, см. формулу (42)).

Громоздкость выражений (6 ), (12), (24) окупа
ется их “точностью”4 и большой информативно
стью, охватывающей много частных случаев и 
широкие диапазоны параметров и переменных. 
Далее целесообразно перейти к этим частным 
случаям, что упростит формулы.

Часто можно считать, что

>  Л- (34)

Это справедливо, прежде всего, для всех суспен
зий, а также для следующих эмульсий: типа М/В, 
содержащих капли вязкого масла в воде, когда 
П' ^  Л- ДЛЯ водяных и масляных туманов и т.п. 
Условие (34) выполнится также, если В >  Зг), что 
может случиться, например, для газовых эмуль
сий в воде, содержащей ПАВ, для заряженных 
ртутных капелек в растворе электролиза 122, §§74; 
83, 102|. В этом случае газовые пузырьки и ртут
ные капли колеблются, как твердые шарики. При 
выполнении условия (34) из (12) и (16) имеем

2(р' -  р)со/?2 Ф ^ ) - Ф ^ ) Р 4 +  Ф ^ )Р 8 Ф;^)р2 - Ф ^ ) р 6 + Ф ^ )р 10- . . . ]

9,1 Vo(£) -  + ЧЛФР* м/;(с,)Р2 -  м/з(^)Р6 + Ф5(^)Р'°
(35)

Здесь дисперсная фаза представлена только своей 
плотностью р'. Формула (35) вполне пригодна для 
расчета q(u>) в широком диапазоне частот. То же 
можно сказать и о среднечастотном приближе
нии, для суспензий следующем из (24) при спра
ведливости (34), а для эмульсий — при

- * •  - ч - .
П Зл/2

(36)

что на высоких частотах при В = 0 соответствует 
условию

v/p4V ► VpT (37)
Дальнейший расчет по схеме (17) приведет к по
лучению значений сф(со) и ic2(co) для любых ча
стот звукового и ультразвукового диапазонов.

Используя формулы (24), (5) и положив Г)' = 
=  °°, 4 -> 0. найдем отношение U /V для одиноч
ной твердой частицы:

U
V

+ -  + / -  +  -^г
а « __сг

а а  а

(38)

что с учетом (27) можно также представить в ви
де |15 |

(У
V

1 - у  + 2 -
2 ' 

Зу

Это есть не что иное, как известная формула 
Кёнига (Konig, 1891 г.), полученная также в |3 |. 
С ее помощью для суспензии с малой концентра- 
циейе<^ 1 частиц найдем

+

(39)

где с — скорость звука в чистой жидкости. Именно 
этот результат получен (разными способами) в рабо
тах |3, 5, 6| и др. При а  1 и а  >  I из формулы (39) 
следуют соответственно выражения низко- и вы
сокочастотного приближений (также как частные 
случаи формул (23) и (33) при Г)' =  °°, е <§ 1):

4 Несмотря на приближенность представления эмульсии 
ячеечной моделью, последующее решение акустической 
задачи является точным.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 64 № 3 2018



О Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И И  ЗВУКА В Д И С П Е Р С Н Ы Х  СРЕДАХ 337

K,(co) = <P - P > 2 / ? W ,
9rjpc

ic2(to) = 9(1 -  у):Урпел/ы 
4>/2рс/е

При р ' =  оо (у =  0 ) последняя формула соппадаетс 
результатом Сьюэлла (1910 г.) для неподвижных 
сферических частиц.

О братное (34) условие Г| >  |гц| имеет место 
для эм ульсий, наприм ер, типа В/М : газовых 
пузы рьков или ртутных капель в вязкой ж ид
кости; капель ж идких металлов (наприм ер, 
щ елочных) в расплавах некоторых солей или 
оснований , и др. В этом случае из (12) и (16) 
следует аналогичная (35) формула:

(р' -  p)wR 2 Фо<̂ ) -  Фз( )̂Р4 + Ф4( )̂РХ -  ... -  ‘ Ф,(4)Р2 -Ф з̂ )Р6 + Ф 5 ^ ) Р 1 0 - . . . ]

3 Л  V o ( $ )  “  Vj($)P4 + v| / 4 ( 4 ) P s v ,(5)P2 - v .t(§)P6 + Vs(^)P10- . . . ]

Соответственно, при выполнении обратных (36) 
или (37) условий для среднечастотного прибли
жения останется только первая половина форму
лы (24). В частности, с ее помощью можно получить 
аналогичное (38) отношение U/V  для одиночной 
капли маловязкой жидкости (в пределе — идеаль
ной) в вязкой жидкости, когда Г)' <  1), 4 -э  0:

у_
V

, + i  + ! 2 + / ( _ I + !2 + 24
сг а  а

1(, + 6 ) + 11 + 1. _1  + 12 + 24
V  а /  а  у у  а  а

(40)

или в более компактном виде 115 1

у_
V

1 — у  + ——

\ - у  + * ~ -
2у

з
У_
Jl3 •
У
6у

Амплитудный коэффициент поглощения звука 
для малоконцентрированной (е <§ I) эмульсии 
маловязких капель в сильновязкой жидкости (на
пример, касторовое масло или глицерин с нерезо
нансными пузырьками газа)

ic,(co) =
4 — — 1 цг

рек

i + i  + A
а  а

x

-|2 '
1/ 4. 12

2
1 12 24

- + - + ~2 + —  + — + — 
у д  д  JLy ' д / а  .

(41)

При g  <  1 отсюда (как и из (23) при ту' <  Г|, 4 —»0)
следует

K,(C0) = (P ' - P )2* W ,
6г|рс

2 Г— — 11 rV
к2(со) = А Р -----L ------ , (42)

р cR

т.е. этот показатель для рассматриваемой эмуль
сии не зависит от частоты, в отличие от высокоча
стотного приближения (33), и по-иному зависит 
от радиуса капель. Для однородных веществ такие 
случаи известны (см., например, [ 17, с. 374, 3811, а 
также 118, с. 3981). Интересно было бы подтвер
дить этот результат экспериментально.

Противоречия с формулой (33) здесь нет. Для 
случая а  >  1, а' > 12, 4 —> 0 имеет место зависи
мость

V (l +  5)oL g  _

где 5 =  (р'г|Ург|)|/2. Если о  >  4 х (I +  5/2)/8 , то 
вторым слагаемым можно пренебречь, что приве
дет к выражению (33) (для частного случая 43 1).
Обратное же соотношение 5 4 /а  (при 43 —» 0)
обеспечивает справедливость формулы (42).

Сравним низкочастотные потери на одной и 
той же частоте в Л///? и В/М  эмульсиях с одинако
выми по размеру каплями и их концентрациями 
43 =  0.5. Пусть ту,, — вязкость воды. Г)ч — вязкость 
масла. С помощью (23) и (19) найдем

= 0 .2 4 5 5 а .*  1. ,43)
к2(В/М) \]и

Эта формула верна для капель, диаметр которых в 
микронах (2 /0МКм <  97/(/‘кГ„)|/2, гд е /кП| -  частота 
звука в килогерцах (чтобы выполнялось условие 
Р 1). Для касторового масла (тум = 987 х Ю-3 Па с) 
и воды (ту,, =  1.004 х ю з |уа с) при 20°С имеем

что лиш ь множителем отличается от низкоча
стотного приближения для суспензий. При g  §> I 
из (41) имеем

Щ * = 2 4 , .  3 > 1 .
к2(В /М )
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Для трансформаторного масла (Г)„ =  19.8 х Ю-3 Па с) 
и иолы отношение (43) составит 4.84.

Как видим, эмульсии типа М /В  поглощают 
звук несравненно сильнее, чем обратные эмуль
сии В/М. Это иллюстрирует давнее (1910 г.) на
блюдение В. Оствальда, который “установил..., 
что две эмульсии одинаковой концентрации, но 
противоположные по типу, обладали совершенно 
различными свойствами” (25, с. 376|.

Свойство (43) может быть использовано в из
вестном акустическом методе "выстукивания” 
емкости с эмульсией |26, с. 12| для определения 
ф аз эмульсии и регистрации обращения фаз. П о
добно кондуктометрическому методу, обычно 
применяемому для этих целей 126, с. 601, здесьто- 
же достаточны только качественные измерения 
прохождения звука.

ТЕРМ И Ч ЕС К И Е ПОТЕРИ
Термические потери рассмотрены в рамках 

ячеечной модели в работе 1121. Основным резуль
татом этой работы является выражение для эф 
фективной сжимаемости эмульсии:

к = + ik2 = е к ' - « Ъ
Р'с

+ (1 - е )
Р

А - ^ 1  + 
Р ср

1507;Я'е

г у
а '  а

p v ,  РЧ  -

(44)

/Ф (л ),

где

Ф(дг) =

tg г' х '(

л

1 0= 1 п

1 Z I , 1- £  г , - г  )
100л;2 1

Z

Т
1 - <1+ « > ,Ё<г’ - г) 

г, -  г

,(45)

R ' /?у= - ---- , 5те„, =  — глубина прони
5 .....  V со

кновения

тепловой волны во вмещающую жидкость,

X = — температуропроводность: X — Тейло
р у

проводность, ср — удельная изобарная теплоем
кость.

г = (1 + i)x, 2| Z
I '

В первых двух слагаемых формулы (44) стоят 
адиабатические значения сжимаемостей компо
нентов эмульсии, где а ,  а ’ — коэффициенты тер
мического расширения компонентов. Веще
ственная часть ЯеФ(х) комплексной функции 
Ф(.х) определяет термические звуковые потери.

1тФ (х) определяет термическую дисперсию ско
рости звука в эмульсии. Термические потери по
лучим, подставив найденные значения и к2 в 
формулу (4).

СРАВНЕНИЕ С ЭКСПЕРИМ ЕН ТАМ И
В работе 124) были измерены в диапазоне ча

стот 20—300 кГц при температуре 20°С скорость и 
поглощение звука в воде, насыщенной стеклян
ными бусинками среднего диаметра 2R =0.18 мм = 
=  1.8 х Ю-4 м. Плотность такой суспензии (bulk 
density) составляла р (0) =  1.92 х Ю3 кг/м 3, пори
стость Р =  1 -  43 =  0.365 ±  0.008, откуда 43 = 0.635. 
Плотность воды при 20°С р = 0.9982 х Ю3 кг/м 3. 
Из формулы (21) найдем плотность бусинок: р' = 
=  2.450 х Ю3 кг/м 3. По формулам (25), (7) и (15) 
найдем соответственно: у =  0.5077, а  =
=  Ю.06(АкГ11)1/2, Р =  11626(/'кГ11) ,/2. П р и /т1П = 20 кГц 
имеем: а  =44.99, Р = 5 .19> 4 и  п о (27):[И = 31.81 >  3. 
Следовательно, расчет можно вести по формулам 
(30)—(33) (где г| =  со), т.е. справедливо высокоча
стотное приближение. При этом согласно (3), 
(30) и (32) дисперсией фазовой скорости можно 
пренебречь. Усреднив измеренные скорости звука 
(без крайних значений), примем сф(°°) =  1917.2 м/с. 
Тогда по формуле (33) найдем коэффициент по
глощения звука:

М /кг») =  0.219 4 ^ /K,„,
т.е. затухание звука составит

А = 8.686к2 = 1.9057yf/^~  |л Б /м |.  (46)
На рис. 1 представлено сравнение экспери

ментальных результатов работы |24 | (точки) с 
рассчитанной по формуле (46) частотной зависи
мостью затухания звука в суспензии стеклянных 
бусинок. За исключением частот до 50 кГц и зна
чительного разброса экспериментальных данных 
(отмечаемого и авторами |24 |), совпадение расче
та с измерениями вполне удовлетворительное.

На рис. 2 точками показано измеренное в ра
боте 1101 затухание звука частоты 100 кГц в сус
пензии частиц каолинита в воде в зависимости 
от объемной концентрации частиц. По измере
ниям автора 110|, плотность каолинита р’ =  2.71 х 
х Ю3 кг/м3, сжимаемость А:1 =  10“ " Па '. Скорость 
звука в воде при 20°С с =  (kp)~w2 =  1482.7 м/с, от
куда сжимаемость воды к  =  4.557 х Ю-10 Па-1. По 
формуле (25) вычислим: у =  0.4666. По приведен
ной в 110| для каолинита интегральной кривой ве
роятности случайной величины ф =  —lg2(2/f)MM 
найдем средний размер частиц: 2R =  2.50 х Ю~л м = 
=  2.50 мкм. Вычислим: по (7) а  =  1.397; по (15) Р =  
=  0.988(4-' -  I); по (20) 2(р‘ -  р)соЯ2/9п  = 0.372. 
При 43 > 0.01 будет Р < 4. Поэтому расчет следует 
вести по формуле (35) и далее — по схеме (17).
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Частота/, кГц

Рис. 1. Частотная зависимость затухания звука всуспсн- 
зии стеклянных бусинок в воде: • — эксперименталь
ные точки из работы |24|;-----расчет по формуле (33).

Рис. 2 . Затухание звука частотой 100 кГц в суспензии 
каолинита в воде в зависимости от объемной концен
трации е частиц со средним диаметром 2R = 2.5 мкм:
• — экспериментальные точки из работы | 10| ; -----
расчет по формулам (35), (17);--------расчет по фор
муле (23).

В результате получим показанную на рис. 2 кри
вую зависимости затухания звука от объемной 
концентрации е =  частиц каол и н и га диаметром 
2/? =  2.50 мкм в водной суспензии. Видно, что при 
^ > 0.1 расчетная кривая хорошо аппроксимирует 
измеренные в | 10| значения затухания звука, а 
при £3 < 0.1 значительно их превышает. Интерес
но, что при £3>0.I (Р<  I) расчет по (35), (17) прак
тически (до десятой и сотых долей децибел на 
метр) совпадает с расчетом по формуле низкоча
стотного приближения (выведенной для случая 
|3 <§ I). Поэтому неудивительно, что полученная 
попутно зависимость от концентрации £3 (разо
вой скорости звука в суспензии практически сов
падаете (22) и с кривой Урика, показанной в 11()| 
на рис. 10, с. 888.

На рис. 3 приведено сравнение расчетных и 
экспериментальных значений звуковых потерь в 
суспензиях рутила (ТЮ 3) разных объемных кон
центраций Е в воде на частоте 10.3 МГц. Экспери
ментальные данные взяты из работы 1271 
(рис. 4.6,6.2). Принято вслед за авторами |27 |, что 
средний размер частиц рутила зависит от его кон
центрации в суспензии согласно рис. 6.3: 2/?(е) =  
=  (0.3 +  0.3478е) мкм. На оси ординат отложены за
висимости вязких и тепловых потерь (согласно (4)):

ВП(е) = 8.686 (о р2((0) 
ЮОх 10.3 2сф(со)Р|((О)

дБ
см МГц

ТП(е) = 8.686 со к2(<»)
100x10.3 2сф(со)Л|(со)

дБ
см МГц

Использованы следующие значения парамет
ров рутила: р' =  3.92 х 10' кг/м 3 (по измерениям 
авторов |27|); а '=  21.75 х Ю“5 К А.'=  6.53 Вт/(м К); 
с'р =  76 Д ж /(кг К); х ' =  21.91 х Ю“6 м2/с . Парамет
ры волы: а  =  1.82 х Ю 4 К X = 0.599 Вт/(м К); 
ср =  4.183 х Ю3Д ж /(кг К ) ;х =  14.3 х 10~*м2/с . При

Рис. 3. Затухание звука частоты 10.3 МГц в суспензии 
рутила ( ПО)) в воде в зависимости от объемной кон
центрации £ частиц со средним диаметром 2Л(е) = 
-  (0.3 + 0.3478е) мкм: • — экспериментальные точки
из работы 127J;----- вязкие потери;---------тепловые
потери;-----суммарные потери.
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е > 0.15 для расчета ВП(е) можно применять ф ор
мулу (23).

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
В рамках принятой ячеечной модели (и обыч

ных ограничений типа: линейное приближение, 
ньютоновские жидкости, только вязкие потери и
т.п.) задача о распространении звука в монодис- 
персных эмульсиях произвольных концентра
ций решена точно. В этом отличие данной рабо
ты от приближенных теорий последних лет, на
пример, 1271. Общие формулы представленной 
теории громоздки, т.к. охватывают многие част
ные случаи дисперсных сред, а также широкие 
диапазоны параметров и переменных, но они 
значительно упрощаются при переходе к частным 
случаям. Так, из этих общих формул прекрасно 
следуют все ранее известные (для е <§ 1), иногда 
довольно сложные результаты многих авторов: 
Кёнига, Сьюэлла, Ламба, Рытова, Эпштейна, 
Урика, Ратинской и других. Для одиночной кап
ли (а это основа всех акустических теорий эмуль
сий малых концентраций) можно получить, на
пример, все известные формулы для сопротивле
ния капли, твердой сферы, газового пузырька, а 
также формулы Стокса, Рыбч и некого—Адамара и 
иные. При умеренных и повышенных концентра
циях частиц теория неплохо описывает извест
ные экспериментальные данные.

Сказанное дает основание использовать полу
ченные здесь результаты в качестве эталонов 
сравнения при разработках приближенных аку
стических теорий концентрированных эмульсий, 
в которых взаимодействие капель существенно.

ПРИЛОЖЕНИЕ. ВЫВОД ФОРМУЛЫ (2)
Опишем вокруг капли сферу радиуса г > R. 

Найдем силу, действующую на поверхность этой 
сферы со стороны окружающей ее жидкости по 
формуле

Ex (r) = 2n /-~ j"[a„ .(/\0 )cos0-a ,lr( r ,0 )s in 9 |x

х sin0^0 = 2лгi f - 0 ) + 2п | ^  
or

„ (  I Эгг Эг„ v A  .-  Л ^  2 — -  I Si п 0
V /- Э0 dr г )

C O S 0 -  ( П  1)

sin 0J0,

где

vr = f ( r ) COS0, v0 = <p(r)sin0,
Р = [р /т  + i)V]/(r)]cos0.

Используя систему обыкновенных дифференци
альных уравнений относительно функций Дг), 
ср(г), \\i(r), получающуюся при подстановке (П2) в

исходное уравнение Навье—Стокса, найдем окон
чательно

E J r )  =

= - / ^ Л 0){рг’/(/-) + [р (г! -  Л3) + р 'Л '] ( /} . (ПЗ)

Подставив сюда г = R, и используя граничное 
условие ДЯ, )  = V — U (справедливое для любых 
условий на (сферической!) поверхности ячейки), 
найдем силу, с которой эта поверхность (в част
ности, жесткая оболочка) действует на находяще
еся в ней содержимое:

ЕДЯ ,) =  - i(o У х ^ л Л |Чр,

где

р = р + (р’ - р ) е ^ ,

т.е. (2). В 1151 есть и другое доказательство (2).
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