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Изучены процессы, сопровождающие распространение ограниченных во времени импульсных сиг­
налов в релаксирующей среде, которая обладает нелинейностью одного из следующих типов: сте­
пенной (квадратичной, кубичной) или неаналитической (модульной, квадратично-кубичной). 
Вместо обычных интегро-дифференциальных уравнений с экспоненциальными или дробно-сте­
пенными ядрами использована упрощенная модель среды с конечным “временем памяти”. Такая 
среда “помнит” свою предысторию в течение ограниченного промежутка времени, а соответствую­
щее ядро интегрального члена отлично от нуля лишь на конечном интервале. Для этой модели уда­
ется свести задачу к решению дифференциально-разностного уравнения и существенно сократить 
объем вычислений по сравнению с исходным интегральным уравнением. Описаны процессы, со­
провождающие эволюцию импульсов — формирование ударных фронтов сжатия и разрежения, не­
линейных структур треугольной и трапециевидной формы. Выяснено влияние времени релаксации 
на протекание указанных процессов.

Ключевые слова: фронт сжатия и разрежения, нелинейность, время релаксации, метаматериал, ин- 
тегро-дифференциальное уравнение, дифференциально-разностное уравнение
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ВВЕДЕНИЕ

_а_
эе

Интегро-дифференциальные уравнения вида

Э2э_
эе* эе =  д  J 4 D

имеют весьма общий смысл и широкую область 
применимости (1J. Здесь Af(s) — ядро интеграль­
ного члена уравнения (1), а / ( У )  — нелинейный 
член, который может соответствовать степенной 
(квадратичной Q, кубичной С) или неаналитиче­
ской (модульной Л/, квадратично-кубичной QC)

нелинейности. Член / { У )  может представлять 
также любую линейную комбинацию перечис­
ленных выше нелинейностей. Обозначения 
Q, С, Л/, QC  для краткости будут использованы в 
дальнейшем изложении. Смысл остальных обо­
значений таков: V— акустическое давление, нор­
мированное на характерную величину (исходную 
амплитуду волны); 0 — время в сопровождающей 
системе координат, нормированное на исходную 
частоту; z  — пройденное волной расстояние, от­
несенное к характерной нелинейной длине.
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4 ВАСИЛЬЕВА и др.

Для вырожденных ядер АГ($), представляю­
щих собой комбинацию дельта-функции и ее 
производных, из (1) получаются уравнения типа 
Хохлова—Заболотской, Кадомцева—Петвиашви­
ли, Хохлова—Заболотской—Кузнецова и другие 
подобные уравнения для пучков, а в случае одно­
мерных волн — уравнения типаХ опф а, Бюргерса 
и аналогичные эволюционные уравнения с  выс­
шими производными. Дифференциальные уравне­
ния следуют из (1) и для некоторых других ядер |2). 
Наиболее известны уравнения с экспоненциаль­
ным ядром:

К  (s) = Д ехр^- ^ - j ,  (2)

которое следует из релаксационной модели М ан­
дельштама— Леонтовича [3J. В этом случае для 
плоских волн из (1) получается

Эго >7)38464116 в форме (3) выведено в работе [4), а в 
интегральной форме — в работе [5j.

Разнообразные формы ядер, полезные для 
приложений, обсуждаются в статье |6 |.  В частно­
сти, степенные зависимости коэффициента зату­
хания волны от частоты с дробными показателя­
ми степени, типичные для биологических тканей 
и геофизических структур, принципиально тре­
буют интегро-дифференциального описания. То 
же относится к средам со сложной внутренней 
динамикой релаксационного типа.

Как находится ядро АТ (5) в каждом конкретном 
случае? Частотные зависимости дисперсии и по­
глощения (действительной и мнимой части волно­
вого числа А:’(со), А:"(со)) измеряются или опреде­
ляются из физической модели типа Мандельшта­
ма—Леонтовича. Затем решается обратная задача, 
и ядро реконструируется стандартными методами, 
использующими принцип причинности и соотно­
шения типа Крамерса—Кронига [7).

Например, показатель степени в частотной за­
висимости затухания в биотканях изменяется от 
2.1 (кости черепа) до 1.1 (скелет) и 0.6 (кожа) [8J. 
Чаще всего в диапазоне единиц мегагерц (меди­
цинский ультразвук) к” -  (02-v, 0 < v < 1. Для та­
кой зависимости нетрудно показать, что
K(s) ~  sv_l. Особенность при 5 = 0 часто оказыва­
ется несущественной, поскольку уравнение со­
держит “свертку” сингулярного ядра с  осцилли­
рующей функцией, описывающей поле волны.

Точных решений для уравнений (1) известно 
немного. Найдены, например, стационарные ре­
шения для сред с Q- и QC- нелинейностям и (в ра­
ботах [3) и [9] соответственно) и экспоненциаль­
ной релаксацией.

Если интересоваться не конкретной средой, а об­
щими свойствами нелинейных волн, удобен прием, 
сводящий интегро-дифференциальное уравнение к 
дифференциально-разностной модели или даже к 
простом)' отображению. Этот переход |6 , 9] эфф ек­
тивен для ядер, отличных от нуля на конечном 
интервале. Простейший случай соответствует 
среде с постоянной “ памятью”, для которой

K ( s ) = D
1, 0 < 5 < 0ге1 

0, s  > 0ге|
(4)

Иными словами, до момента s = 0ге1 среда “ все 
помнит” , а в  этот момент “ все забывает”. При на­
личии такого ядра уравнение (2) принимает вид

1 ? _ Й / < п  = о Й [и(г,е)_и (г,0_9 '" )]- <5>
Для стационарной волны (5) превращается в раз­
ностное соотношение:

г (е -е „ , )  = к ( е ) - 1 [с - / ( к ( е ) ) ] .  <б>
Отображение (6) И (0) —> У ( 0 -  0ге1) описывает 
фронт ударной волны с шириной, растущей с уве­
личением числа D. Константа С определяется из 
условия на бесконечности. Например, если 
К ( в ^ о о ) ^ 0, то С  = / (И 0).

ИМ ПУЛЬСЫ  В СРЕДАХ 
С  ЧЕТН Ы М И  НЕЛИ Н ЕЙ Н О СТЯМ И

Рассмотрим процессы эволюции импульсных 
сигналов в релаксирующих средах с  конечным 
временем памяти, обладающих нелинейностями 
четного типа — квадратичной 0 и л и  модульной М. 
Положим в уравнении (5) соответственно

f ( V )  = f Q ( V ) = \ y \  f ( V )  = f u { V )  = \V\ (7)

Для обеих нелинейностей имеем
f ( - V )  = f ( V ) .  Однако решение уравнения (5) 
этой симметрией обладать не будет.

В первом случае для степенной 0-нелинейно­
сти уравнение (5) примет вид

% - ~ 2 ^ у2 = ° ^ У <г-0) -  У М '~ »-)]• (*>
Пусть на границе z  = 0 исходная форма сигнала 
дается функцией V ( z  = 0-0) =  sin0, отличной от 
нуля в области -2 л  < 0 < 2л. Иными словами, им­
пульс представляет собой отрезок синусоиды, со­
держащий два ее периода. С  точки зрения авторов, 
выбранная форма позволяет наглядно продемон­
стрировать основные проявления нелинейных и ре­
лаксационных эффектов.

Процесс эволюции такого импульса показан 
на рис. 1 для значений параметров D =  0. l,0rel = 1.
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Наблюдается формирование ударных фронтов 
сжатия. Положительные и отрицательные обла­
сти профиля искажаются неодинаково, как и 
должно быть в среде с  релаксацией (см. 110—12|). 
В целом импульс уширяется из-за “ разбегания” 
ударных фронтов, занимавших исходное положе­
ние в точках 0  = ±2л. Этот процесс приводит на 
больших расстояниях к превращению исходного 
сигнала в двуполярный импульс типа УУ-волны.

Напротив, другие точки 0  =  ±71 остаются ‘‘за­
крепленными” и не меняют своего положения в 
процессе распространения волны. Между ними 
при 0 = 0 образуется ударный фронт сжатия, по­
сле чего область -71 < 0 < к  начинает интенсивно 
затухать. П рофиль в этой области ведет себя по­
добно волне 5-типа.

Напомним, что Q-нелинейность является ос­
новной в нелинейной акустике жидких и газооб­
разных сред [10]. Она возникает в силу двух об­
стоятельств. Во-первых, в уравнениях механики 
сплошных сред присутствуют нелинейные члены 
(пример — конвективный член (uV)u в уравнении 
движения Эйлера или Навье—Стокса). Эту нели­
нейность обычно называют “ геометрической”. 
Во-вторых, имеется “физическая” нелинейность, 
связанная с  нелинейным характером процесса 
деформирования среды и в конечном итоге — с 
нелинейностью сил межмолекулярного взаимо­
действия. Математически она дается квадратич­
ным членом разложения в степенной ряд возму­
щения плотности среды по малым возмущениям 
акустического давления.

Рассмотрим теперь неаналитическую четную 
нелинейность М-типа, для которой уравнение (5) 
примет вид

э Г  "  = 0 ^ И * . е )  -  ^  (г. е  - 0- '  Я • <9>

Как и в предыдущем случае, считаем, что на гра­
нице z  = 0 исходная форма сигнала дается функ­
цией V (z  = 0,0) =  sin 0, отличной от нуля в обла­
сти - 2 к  < 0  < 2tl Процесс эволюции сигнала при 
его распространении в среде иллюстрирован на 
рис. 2. Значения параметров D = О.2,0ГС( = 1.

Аналогично случаю, показанному на рис. 1, 
здесь область -71 < 0 < 71 также вырождается в ре­
зультате нелинейного затухания, причем еще быст­
рее, чем для ^-нелинейной среды. Для кривых 5  и 6 
на рис. 2 (z = 5, 10) волновое возмущение в преде­
лах - к  < 0  < я  практически неотличимо от нуля. В 
этой области профиль волны описывается асимп­
тотическими формулами, полученными в работе 
113]. На расстояниях z  = 5, 10 полный профиль 
волны представляет собой два удаляющихся друг 
от друга импульса разной полярности.

Рис. 1. Трансформация импульса, описываемая квад­
ратично нелинейным уравнением (8). Исходная фор­
ма импульса дается функцией V (г = 0,0) = sin 0 (кри­
вая /), она отлична от нуля в области - 2к < 0 < 2JL 
Параметры D = 0.1, 0,е |=1. Кривые 1—5 построены 
для расстояний г = 0, 2.5, 5, 10, 15.

Рис. 2. Трансформация импульса, описываемая урав­
нением (9) с модульной нелинейностью. Исходная 
форма импульса дается функцией V (z = 0,0) = sin0 
(кривая /), она отлична от нуля в области 
-2Л < 0 < 271 Параметры D = 0.2,0ге) =1. Кривые 1-6 
построены для расстояний г = 0, 0.5,1, 2, 5,10.

Напомним, что М-нелинейность встречается в 
твердых телах, имеющих различные модули упру­
гости по отнош ению к деформациям сжатия и 
растяжения. Обычно она встречается в средах с 
дефектами их надмолекулярной структуры и свя­
зана с так называемой “ структурной” нелинейно­
стью. М одульная Л/-нелинейность дает линей­
ную зависимость амплитуды второй гармоники 
от амплитуды первой ( ^  ~ А{), в то  время как 
квадратичная или Q-нелинейность дает иную за­

висимость [А2 ~  А?}. В общем случае, когда су­
щественны обе нелинейности, показатель степе­

ни в зависимости А2 =  КЛ,т лежит в области от 1 
до 2 [ 14). Это явление наблюдалось в экспери­
менте [15]. Предприняты попытки создания эле­
ментов с  Л/-нелинейностью [16, 17] для включе­
ния их в матрицу метаматериала.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 65 №  1 2019



6 ВАСИЛЬЕВА и др.

Рнс. 3. Трансформация импульса, описываемая ку­
бично нелинейным уравнением (11). Исходная форма 
импульса лается функцией V (г = 0,0) = sin в (кривая /), 
она отлична от нуля в области -2к  < 9 < 2IL Парамет­
ры D = 0.1, 0fCl = 1. Кривые 1—5 построены для рас­
стояний z = 0, 2.5, 5, 10,15.

Рис. 4. Трансформация импульса, описываемая ку­
бично нелинейным уравнением (11). Исходная форма 
импульса дастся функцией V (г = 0,0) = sin ©(кривая /), 
она отлична от нуля в области —Л < 0 < 7L Параметры 
D = 0.02, 0ге| = 1. Кривые 1—5 построены для рассто­
яний г = 0, 2.5, 5,10,15.

ИМ ПУЛЬСЫ  В СРЕДАХ 
С  Н ЕЧЕТН Ы М И  НЕЛИ Н ЕЙ Н О СТЯМ И

Перейдем теперь к изучению импульсных сиг­
налов в релаксирующих средах с  конечным време­
нем памяти, обладающих нелинейностями нечет­
ного типа — кубичной С или квадратично-кубич­
ной QC. Положим в уравнении (5) соответственно/(Ю  = f c i y ) = \ у \  f ( v )  = /вс(К)=1к|к|.(Ю)
Для степенной нелинейности С-типа уравнение (5) 
примет вид

= Dd ^ v (г,0)~ y(z-e ~ е'"Я- ( | |)
Поведение решения уравнения (11) изображе­

но на рис. 3 для тех же значений параметров и той 
же исходной формы импульса, что и на рис. 1.

Основное различие в  поведении волн в средах 
с Q- и С-нелинейностям и, как видно из сравне­
ния рисунков, состоит в следующем. В 0-среде с 
положительным знаком нелинейности, в которой 
локальная скорость распространения увеличива­
ется с ростом возмущения, могут образовываться 
только ударные фронты сжатия. Поэтому при до­
статочно слабой диссипации и дисперсии (малые 
числа D) волна превращается в последователь­
ность импульсов треугольной формы с ударными 
передними фронтами. В средах же с нечетными 
нелинейностями форма импульсов в последова­
тельности иная — она близка к трапециевидной 
(кривые 2  и 3  на рис. 3).

Трапециевидные структуры в профиле волны 
более четко выражены на рис. 4, кривые 3—5. !Эги 
профили построены для значения параметра 
D =  0.02, меньшего, чем для кривых на рис. 2, где 
D =  0.2. Поэтому здесь диссипативное сглажива­
ние ударных ф ронтов выражено слабее.

Формирование нелинейных структур трапеци­
евидной формы происходит потому, что в  С-среде 
могут существовать как ударные волны сжатия, 
так и ударные волны разрежения 111J.

Напомним, что С-нелинейность является ос­
новным видом нелинейности для поперечных 
упругих волн в бездефектных изотропных твер­
дых телах. Большой интерес к С-нелинейным 
волнам возник в связи с  использованием интен­
сивного ультразвука для возбуждения сдвиговых 
волн в мягких биологических тканях.

Обсудим теперь поведение волны в квадратич­
но-кубичной QC-среде с релаксацией. Эволюцию 
профиля волны будем описывать уравнением

1 Н ^ к 1и |= о й И г ’0 )_к (г ,0 ~еге,)]- (|2>
Поскольку, как уже было указано (10), неанали­
тическая QC- нелинейность является нечетной, 
поведение импульса на рис. 5 качественно похо­
же на поведение такого же импульса в С-нели- 
нейной среде (рис. 3). Здесь тоже образуются 
ударные волны как сжатия, так и разрежения, а 
также трапециевидные нелинейные структуры.

Заметим, что нечетные нелинейности (10) из­
меняют скорость распространения сигнала. Этот 
“эфф ект самовоздействия” приводит к сдвигу 
профиля волны вперед (см. рис. 3—5), а в случае 
пучков, ограниченных в поперечном сечении — к 
их самофокусировке или, напротив, к саморе- 
фракции.
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Следует указать, что QC-модели применимы к 
описанию нескольких физических объектов. Экс­
периментально показано |19|, что при больших 
интенсивностях звука отверстие в пластинке обна­
руживает нелинейный отклик. При этом связь 
акустического давления с колебательной скоро­
стью дается приближенно формулой р ' = с ,и ^ .  
Аначогичный член появляется в интеграле К ош и- 
Лагранжа при осциллирующем движении среды. 
Таблицы коэффициентов <; для различных форм 
обтекаемых препятствий даны в справочнике [20]. 
Добавляя нелинейный член такого вида в урав­
нения гидродинамики, нетрудно с  помощью 
стандартных упрощ ений вывести эволюционное 
СС-уравнение. М етаматериал с QC-нелинейно­
стью можно изготовить, размещая обтекаемые 
элементы в объеме жидкости. Эф фект QC-нели­
нейности проявляется, в частности, в горле резо­
наторов Гельмгольца с волокнистым наполните­
лем, которые используются для поглощения ин­
тенсивного звука [211.

Еще один пример связан со спектральными 
измерениями. Если на входе QC-среды задан мо­
нохроматический сигнал, то  в среде рождаются 
гармоники, низш ая и з которых — третья. На ма­
лых расстояниях она пропорциональна квадрату

амплитуды волны основной частоты (~ р ’0! ) и рас­

тете расстоянием как г 1. Однако в обычной Q-cpe-

де эти зависимости имеют другой вид: -  р’03 и ~  z .  
Часто наблюдают отклонения от них. Например, 
в поликристаллах сплава алюминия отклонения

от законов ~р'03 и ~ г 2 объяснялись нелинейным 
трением на межзеренных границах [22). Поведе­
ние QC-типа описано также для сдвиговых волн 
(например, в мягких биотканях), симметрия ко­
торых не допускает Q-эффектов. В любом случае 
зависимости третьей гармоники от расстояния

~ *w,( 1 < т < 2) и от амплитуды ~ р 0к (2 < к  < 3) 
свидетельствуют о  наличии QC-элементов в объ­
еме среды. Другие приложения и эксперимент 
описаны в обзоре [23].

ВЛИЯНИЕ ВРЕМ ЕНИ РЕЛАКСАЦИИ
В предыдущих расчетах всюду полагалось 

0ге| =  1. Таким образом, безразмерные параметры — 
характерная частота исходного сигнала и время ре­
лаксации — оказались связанными. Теперь для луч­
шего понимания влияния релаксационных процес­
сов на трансформацию профиля волны нужно ва­
рьировать параметр 6ге1.

Эффекты релаксации хорошо проявляются 
при рассмотрении однополярных импульсов. На 
рис. 6 изображен процесс эволюции положитель­
ного импульса, исходная форма которого дается

Рис. 5. Трансформация импульса, описываемая квад­
ратично-кубичным нелинейным уравнением (12). 
Исходная форма импульса дается функцией 
V {z = 0,0) = sin 6 (кривая /), она отлична от нуля в 
области -271 < 0 < 2JL Параметры D = 0.02, 0ге1 = 1. 
Кривые 1—5 построены для расстояний
г = 0, 2.5, 5,10,15.

Рис. 6. Трансформация импульса, описываемая квад­
ратично нелинейным уравнением (8). Исходная фор­
ма импульса дается функцией V (z = 0,0) = sin 0 (кри­
вая /), она отлична от нуля в области 0 < 0 < 7L Пара­
метры /> = 0.1» 0,е| =1. Кривые 1—4 построены для 
расстояний z = 0, 1, 2, 5.

половиной периода синусоиды. Наряду с  нели­
нейным увеличением крутизны переднего фрон­
та волны здесь отчетливо выражены эффекты, 
связанные с релаксацией. Во-первых, это затуха­
ние, уменьшающее максимальное пиковое значе­
ние возмущения с ростом пройденного волной 
расстояния. Во-вторых, это дисперсионное уве­
личение скорости движения переднего фронта. 
Наконец, это “ затягивание” заднего фронта вол­
ны, также связанное с  дисперсией.

Перейдем теперь к сравнению профилей по­
ложительного однополярного импульса (рис. 6), 
прошедшего одинаковое расстояние, но в средах 
с разным временем релаксации. Такие профили 
представлены на рис. 7 для расстояния z  =  5. 
Кривые 1—3  построены для разных времен релак-
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Рис. 7. Форма “положительного” импульса, постро­
енная согласно решению квадратично нелинейного 
уравнения (8). Исходная форма дается функцией 
V (z = 0,0) = sin 6, которая отлична от нуля в области 
0 < 0 < 7L Параметр /> = 0.1» расстояние z = 5. Кри­
вые 1—3 построены для разных времен релаксации
0ге| = 0.5, 2,3.

Рис. 8. Форма “отрицательного” импульса, постро­
енная согласно решению квадратично нелинейного 
уравнения (8). Исходная форма дается функцией 
И(г = 0,0) = -sin0, которая отлична от нуля в обла­
сти 0 < 0 < JL Параметр 0  = 0.1, расстояние z = 5. 
Кривые 1—3 построены для разных времен релакса­
ции 0ГС) = 0.5, 2, 3.

сации 0гс1 = 0.5, 2, 3. Видно, что дисперсионные 
эффекты, о которых говорилось при обсуждении 
рис. 6, с  ростом 0ге, заметно усиливаются.

Сравним теперь профили отрицательного од­
нополярного импульса (рис. 8), прошедшего оди­
наковое расстояние в средах с разным временем 
релаксации. Кривые на рис. 8 построены для тех 
же значений параметров, что и на рис. 7 для поло­
жительного импульса. Кривые 1, 2  и 3  отвечают 
последовательно увеличивающимся значениям 
0ге|. Видно, что с  усилением релаксации затягива­
ние заднего фронта усиливается, в то  время как 
передний фронт искажается заметно слабее, вне 
зависимости от 0ге1.

ДРУГИ Е УПРО Щ ЕННЫ Е 
МОДЕЛИ И ЗАКОНЫ  Д И С П ЕРС И И

Найдем закон дисперсии для модели (5). Запи­
шем это уравнение в линеаризованной форме, 
положив f  { у ) = 0:

£  =  д ± [ и и . е ) - к м - е и ) ] .  (13)

Ищем решение в виде

V  = Л (г)ехр(-/со0). (14)

Подставляя (14) в (13), получим

V  =  Лоехр^/О)

-  Z)C0sin((00rel)2

0  + 2 £ s in 2(^O)0re,
п ч \

Дополнительный член к мнимой части в показа­
теле экспоненты (пропорциональный D) описы­
вает добавку к скорости распространения волны, 
зависящую от частоты. Действительная часть по­
казателя описывает затухание (при О)0ге| < к).

Очевидно, модель (5), (13) допускает обобще­
ние. Реальное ядро К  (5 ) можно кусочно аппрок­
симировать не двумя константами, как в форму­
ле (4), а несколькими постоянными (в пределах 
нескольких ограниченных интервалов) значени­
ями. При этом в правой части уравнений (5), (13) 
появится сумма членов со “ сдвинутыми” аргу­
ментами.

Еще одна упрощенная модель получается с  ис­
пользованием ядра со  следующей линейно убы­
вающей “ памятью” :

K (s )  = D
1 - ^ - | ,  0 <  5 < 0ге„

''rel.
о. s  > 0-,.

(16)

При этом вместо (5) получается такое дифферен­
циально-разностное уравнение:

dz  Э0У '  } Э0 

= —Р~\У <г' 0) -  г (г ,е  -  е„,)].
Grcl

(17)

К  удобным для численного анализа уравнениям 
приводит комбинация представлений (4) и (16), 
то  есть произвольная кусочно-линейная аппрок­
симация, приближающая ядро К  (5) с  нужной 
нам точностью.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
При численном исследовании сформулирован­

ных в этой работе задач использовались разност­
ные схемы третьего порядка точности сквозного 
расчета разрывов, описанные в работах [12, 24].
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На наш взгляд, исследования нелинейных про­
цессов в нелинейных средах с модельными типами 
ядер следует продолжить, поскольку прямое инте­
грирование интегро-дифференциальных уравне­
ний (1) представляет собой гораздо более слож­
ную проблему. При этом целесообразно начать с 
модели (17) и других аналогичных упрощенных 
дифференциально-разностных уравнений.

Работа поддержана грантом РНФ №  14-22-00042.
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